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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

IMPORTANTA MATRICEI ADJUNCTE iN ANUMITE
PROBLEME DE OLIMPIADA

CIPRIANA ANGHEL' si GEORGE RARES STAN?

Pentru o matrice patratica A, vom nota cu A* matricea adjuncta. In
prima parte a articolului vom arata utilitatea urmatoarelor doua leme, iar in
partea a doua vom ilustra importanta folosirii matricei adjuncte, chiar daca
aceasta nu apare in mod explicit in enunt.

Lema 1. Daca det A=0, atunci A* are rangul 0 sau 1, iar rang(A*)=1
daca gi numai dacd rang(A) =n — 1.
Demonstratie. Din inegalitatea lui Sylvester avem

rang(AA*) > rang(A) 4 rang(A*) — n.
Dar AA* = det(A)L, = Oy, deci rang(AA*) = 0 si obtinem
n > rang(A) + rang(A*).

Caz 1: Daca rang(A) = n — 1, atunci rang(A*) < 1. Matricea A* fiind
nenuld in acest caz, rezulta rang(A*) = 1.

Caz 2: Daca rang(A) < n — 2, atunci orice minor de ordin n — 1 este
nul si deci A* = Q,.

Lema 2. Dacd A are rangul 1, atunci A% = tr(A)A, unde tr(A) repre-
zintd urma matricei A.

Demonstratie. Este binecunoscut faptul ca, daca rang(A) = 1, atunci
A = CL, unde C este o matrice coloana si L este o matrice linie. Atunci
A%? = (CL)?> = C(LO)L = (LC)CL = (LC)A. Deoarece LC este chiar tr(A),
obtinem A% = tr(A)A.

Aplicatii

Problema 1. (Etapa locala Bucuresti, 2012) Fie n > 2 un numar
natural si A € M,,(R) o matrice nenula cu det(A) = 0. Demonstrati ca daca

A+ A" = tr(A),,

atunci n = 2.
Solugie. Cum det(A) = 0 obtinem din lema 1 ca rang(A*) € {0,1}.
Caz 1: rang(A*) = 0. Atunci A* = O, deci A = tr(A)L, si det(4) =
= tr(A)". Dar det(A) = 0 implica tr(A) = 0, deci A = Q,, — contradictie.
Caz 2: rang(A*) = 1, deci rang(A) = n — 1 (lema 1). Folosind lema 2
rezulti (A*)? = tr(A*)A*. Inmultind in egalitatea din enunt cu A*, obtinem
AA* + (A%)? = tr(A)A*. Cum AA* = det(A)l, si det(A) = 0, vom avea
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tr(A*)A* = tr(A)A*, deci tr(A) = tr(A*). Aplicand urma in relatia initiala
rezulta 2tr(A) = ntr(A), de unde tr(A) = 0 sau n = 2. Daca tr(A) = 0,
atunci A = —A*, deci n — 1 = rang(A4) = rang(—A*) = rang(A*) = 1 si
rezulta si In acest caz n = 2.

Problema 2. (Etapa nationala, 2006) Fie A o matrice patrata de ordin
n, cu elemente numere complexe gi A* matricea sa adjunctd. Demonstrati
ca daca existd un numar natural m > 1 astfel incat (A*)™ = O,, atunci
(4%)2 = Q,.

Solutie. Fie X\ o valoare proprie a lui A*. Cum (A*)™ = Q,,, deducem
A™ =0, deci A = 0. Dar tr(A*) este suma valorilor proprii ale lui A*, deci
tr(A*) = 0.

Din ipoteza rezulta ca det(A*) = 0. Dar A- A* = det(A) - I, si, trecand
la determinant, obtinem det(A) - det(A*) = det(A)", de unde det(A) = 0.
Din lema 1, avem urmaéatoarele 2 cazuri.

Caz 1: Daca rang(A*) = 0, atunci A* = O, si concluzia este evidenta.

Caz 2: Daci rang(A*) = 1, putem aplica lema 2 si obtinem (A4*)? =
= tr(A*)A*. Dar tr(A*) = 0 si atunci (A*)? = Q.

Problema 3. (Etapa nationald, 2013) Fie A o matrice neinversabila
de ordin n cu elemente reale, n > 2, si fie A* adjuncta matricii A. Aratati
ca tr(A*) # —1 daca si numai daca matricea I,, + A* este inversabila.

Solutie. Avem det(A) = 0. Folosind lema 1, obtinem ca rang(A*) = 0
sau rang(A*) = 1.

Caz 1: rang(A*) = 0. In acest caz A* = 0, si ambele conditii sunt
adevarate.

Caz 2: rang(A*) = 1. Folosind lema 2, avem (A4*)? = tr(A*) - A%, (1).

,,=—". Presupunem prin reducere la absurd ca det(A*+1,,) = 0. Atunci
—1 este valoare proprie pentru A*. Cum orice valoare proprie este radacina
a polinomului minimal a lui A* (teorema lui Frobenius), deci si a oricarui
polinom p care are proprietatea p(A) = O, deducem, conform (1), ca —1
este radicind a polinomului X2 — tr(A*) X, adica (—1)2 — tr(A*) - (—1) = 0.

Astfel tr(A*) = —1, ceea ce contrazice ipoteza implicatiei, deci presupunerea
facuta este falsa.
,,<=". Presupunem prin reducere la absurd ca tr(4*) = —1. Cum A*

si I, comutd, (A* +1,)? = (A*)2 +24* +1,, = (tr(4A*) +2) - A* + I, (am
inlocuit (A*)? din relatia (1)). Cum tr(A*) = —1, obtinem (A*)?24+2A4*+1,, =
= (tr(A*)+2)-A*+1,, = A*+1,, adicd (A%)?+A* = O, sau A*(A*+1,) = O,.
Dar A* 4 I, este inversabild, deci obtinem A* = O,, ceea ce contrazice
presupunerea ca tr(A*) = —1. Asadar tr(A*) # —1.

Problema 4. (Etapa nationala, 2012) Fie n si k doua numere naturale
astfel incat n > 2§11 < k <n — 1. Aratati ca daca matricea A € M, (R)
are exact k minori nuli de ordin n — 1, atunci det(A4) # 0.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca det A = 0. Atunci
rang(A) < n — 1. Daci rang(A) < n — 2, atunci ar exista n? minori de
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ordin n — 1 nuli, imposibil. Asadar rang(A) = n — 1 si, folosind lema 1,
avem rang(A*) = 1, deci toate coloanele matricei A* sunt proportionale.
Cum A are exact k minori de ordin n — 1 nuli, matricea A* are exact k
elemente egale cu 0. Uitandu-ne la un astfel de element nul, si folosindu-ne
de proportionalitatea coloanelor, obtinem c& matricea A* are o linie nula,
deci exista cel putin n elemente nule, contradictie.

In urmétoarele 3 probleme cerinta nu face referire la matricea adjuncta,
dar utilizarea ei conduce la solutii elegante.

Problema 5. (Problema 2.17 din [1]) S& se arate ca, daca intr-un
determinant de ordin n > 2 toti minorii de un anumit ordin k£ < n sunt egali,
atunci determinantul este nul.

Solutie. Este suficient sa aratam cd daca toti minorii de ordin n — 1
dintr-un determinant de ordin n sunt egali, atunci acesta este nul (aplicim
acest fapt pentru a obtine cd minorii de ordin k + 1 sunt nuli, ceea ce implica
evident faptul ca determinantul de ordin n este nul). Fie A determinantul de
ordin n. Presupunem ca toti minorii de ordin n — 1 sunt egali cu I'. Atunci

r - T
p_| T r-r
4T FI 4T

Adunand linia a 2-a la prima vom obtine o linie nula, ceea ce inseamna
ca det(A*) = 0. Cum AA* = det(A)l,, deducem det(A) = 0.

Problema 6. (Etapa nationald, 1997) Fie A o matrice patratica de
ordin impar (cel putin egal cu 3), cu elemente numere intregi impare. Sa
se arate cad dacd A este inversabild, atunci nu este posibil ca toti minorii
elementelor unei linii sa aiba modulele egale.

Solutie. Fie A* adjuncta matricei A. Presupunem prin reducere la
absurd ca toti minorii elementelor de pe linia ¢ din matricea A au acelasi
modul I". Rezulta astfel cid toate elementele de pe coloana ¢ din matricea A*
vor apartine multimii {£+I'}.

Cum det(A)I, = AA*, deducem 0 = T’ Z(il)akj (am egalat ele-
j=1
mentele de pe linia k si coloana i din matricele det(A)L, si AA*, unde k # 7).

Dar Z(il)akj este 0 suma cu un numar impar de termeni impari,
=1
agadar obtinem I' = 0.
Egaland de aceasta data elementele de pe linia ¢ si coloana 7 din aceleasi

matrice, obtinem det(A4) =T Z(:I:l)aij, deci det(A) = 0, contradictie.
j=1
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Problema 7. (Etapa nationala, 2011) Spunem ca o linie a unei matrice
din M, (R) este permutabila daca oricum am permuta intre ele elementele
acelei linii, valoarea determinantului nu se schimba. Aratati ca, daca o ma-
trice are doua linii permutabile, atunci determinantul sau este nul.

Solutie. Cum AA* = det Al,,, deci det Adet A* = (det A)™, este sufi-
cient sa aratam ca det A = 0 sau ca det(A*) = 0. Consideram ca matricea A
are linia ¢ permutabila si fie a;; si a;, doua elemente. Atunci determinantul
matricei A nu se schimba daca inversam cele doua elemente. Astfel obtinem,
dezvoltand dupa linia %

det A =a;y11 +aplo+...+ CLijFi]’ + . Fapli+...+anplin =
=ainl'in +aplp+... +aply + ... +ailip + ...+ ainlin,

de unde rezulta 0 = aijFij + aikfik - aikfij - aijl“ik = (aij — aik) . (Fz‘j — Fik),
deci a;; = a;;, sau I';; = I'y,. Daca pe linia permutabild exista doua elemente
diferite, obtinem ca acestea au complementii algebrici egali. Alegand arbitrar
un al treilea element, acesta va fi diferit de macar unul dintre celelalte dou&, si
deci complementul sau va fi egal cu complementele celorlalte doua elemente.
Agadar distingem urmatoarele doua cazuri: ori toate elementele de pe linia
permutabila sunt egale, ori toti complementii algebrici ai elementelor de pe
linia permutabila sunt egali.

In problemd matricea are doud linii permutabile, agadar ne vom situa
in unul dintre urmatoarele trei cazuri.

Caz 1: Fiecare dintre cele doua linii permutabile are elementele egale;
atunci evident det A = 0.

Caz 2: Fiecare dintre cele doua linii are complementii algebrici ai ele-
mentelor egali. Atunci A* are doua coloane proportionale, deci det(A*) = 0.

Caz 3: Pe una dintre liniile permutabile (fie aceasta i) avem toate
elementele egale cu a, si complementii elementelor de pe cealaltd linie (fie
aceasta j) sunt egali cu I'. Atunci elementul de pe linia ¢ si coloana j din
matricea produs AA* este egal cu nal’. Dar, tinand cont cd AA* = det Al,
si i # j, acest element va fi egal gi cu 0. Astfel obtinem a = 0 (caz in care
det A=0) sau I' = 0 (caz in care det A* = 0).

BIBLIOGRAFIE

[1] V. Pop, Algebrd liniard -matrice i determinanti- pentru elevi, stundenti st concursuri,
Editura Mediamira, Cluj, 2007.
[2] Colectia Gazeta Matematica.





