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MONOTONTIA SI CONVERGENTA UNOR SIRURI
RECURENTE
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Abstract. Given a real-valued function, we consider three real sequences
defined as convex combinations. For a increasing function we infer the se-
quences are monotonic, while for a continuous function we have convergent
sequences. Some applications are presented.
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1. Introducere

Sirurile recurente ocupa un loc aparte In matematica, iar in Analiza
Matematica pe axa reala importanta lor este considerabila atat din punct de
vedere teoretic, cat si practic.

Cel mai raspandit gir recurent in Analiza Matematica este girul aproxi-
matiilor succesive (sau sirul iteratiilor simple sau, inca, iteratia Picard). El
se defineste astfel: daca X este o submultime a lui R, f: X — X o functie si
a € X atunci sirul (x,)pen definit prin g = a §i 41 = f(x,) pentru orice
n € N se numeste sirul aproximatiilor succesive generat de a si functia f.

Acest tip de giruri are aplicatii numeroase in teoreme de punct fix, in
teoria sistemelor dinamice, in rezolvarea cu aproximatie a ecuatiilor algebrice
sau transcendente.

In acest articol ne vom ocupa de studiul a trei tipuri de siruri recurente
care sunt legate intre ele.

Peste tot, in cele ce urmeaza, I este un interval nedegenerat al axei
reale, (pp)nen este un gir de numere strict pozitive, f : I — I o functjie, a, b, c
trei numere din I, iar (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen sunt sirurile definite dupa
cum urmeaza:

(a) ap = a, an-l—l_f(poao—'_“'—’—pnan)a neN

po+...+Dn
pOf(b0)+"'+pnf(bn)
b) bo=b, bpii= ., neN
() 0 i po+ ...+ Dn "

Pn Pn
c) cp=c ¢ =|l1l-— e + ———f(cn), neN.
©) e T ( po+...+pn> "t ot et )
Sa observam ca, deoarece I este interval si f : I — I, sirurile din
recurentele (a), (b), (¢) sunt bine definite.
Daca p,, = 1 pentru orice n € N, recurenta (c) se numeste iteratie Mann
(a se vedea [3] sau [4]) si are forma

1)Grrup de profesori, jud. Hunedoara.
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n n 1
C
n+1" n+1

(m) €0 =¢, Cp+1= f(en), neN.

2. Monotonia iteratiilor (a), (b), (c)

In cele ce urmeazi vom dovedi ci, daci functia f din introducere este
crescatoare, atunci girurile (a,)nen, (bn)nen, (Cn)nen sunt monotone. Pentru
scopul propus avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 2.1. In conditiile de mai sus, daca (Ty)nen este un gir monoton,
atunci sirul (op)nen definit prin

_ DPoxo + ...+ Py

On , neN
P0+...+Pn

este monoton gi are aceeasi monotonie cu §irul (Tp)nen.
Sirul (o, )nen se numeste sirul medie ponderata Cesaro a sirului (2, )nen
cu ponderile (py,)nen-.
Demonstratie. Putem admite ca (x,)nen este crescator (celalalt caz se
trateaza similar). Atunci, pentru orice n € N,
_ pot...+DPn  poTo+t...+DpTn Dn+1
On+1 = : + Tn+1
POt ...+ Pnyi Do+ ...+ Dn Do+ ..o+ Pt
= aop + (1 - a) Tn+1

cu a € (0,1). Cum o, < x,41, ultima egalitate ne conduce la 0,41 > oy,
ceea ce atrage faptul ca (o), este crescator.

Propozitia 2.2. Daca functia f : I — I este crescatoare, atunci pentru
orice a,b,c € I sirurile definite de iteratiile (a), (b), (c) sunt monotone.

Demonstratie. Avem a; = f(ap). Daca ap < f(ap) atunci ag < a;
si vom dovedi ca sirul (an), oy este crescator, adica a, < a,y1 pentru orice
n € N. Pentru n = 0 afirmatia fiind adevarata, admitem ca este adevarata
pana la un n € N si demonstram ca este adevarata si pentru n 4+ 1. Din
ipoteza avem ca ag < a1 < ... < apyq §i atunci, cu Lema 2.1,

PoGo + ... + Pnln _ PoGo + ... + Pnln + Pny10n41
po+...+pn Do+ ...+ Pn+ Pnt1

ceea ce, Impreuna cu monotonia functiei f, conduce la a,+1 < apq2 si, in
concluzie, inductia matematica impune ca sirul (a,), .y este crescator.

Daca ag > f(ap) se procedeaza analog.

Pentru iteratia (b) avem by = f (by). Daca by < f(by) atunci by < b;.
Vom proba ca b, < b,y pentru orice n € N. Pentru n = 0 afirmatia este
adevarata. Admitem afirmatia adevarata pana la un n € N gi demonstram

ca este adevarata si pentru n + 1. Cum functia f este crescatoare, deducem
ca f(bg) < f(b1) <...< f(bp) < f(bpy1) si atunci din Lema 2.1 obtinem

pof (bo) + ...+ pnf (by) - pof (bo) + ...+ pnf (bn) + Pnsif (bns1)
Po+ ...+ Dn o Po+ ...+ DPn+ Pnti

9
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adica by11 < bpio, ceea ce dovedeste justetea afirmatiei noastre gi pentru
n + 1 si, in concluzie, (b,), oy este crescator. Cazul by > f (bg) se trateaza
analog.

Sirul (¢,),,cn verifica relatia ¢, y1(po +... +pn) = cn(Po+ ... 4+ Pny1) +
pnf(cy) pentru orice n € N* de unde, adunand aceste egalitati de la 1 la n,
deducem ca ¢, 11 (po + ... +pn) = cipo+p1f (c1)+...+pnf (¢y) pentru orice

o pOf (CO) + ... +pnf (Cn)

n € N* adica ¢,41 = F— pentru orice n € N, deoarece
Pbo <o T Pn

c1 = [(co). Astfel (c,),cy verifica o relatie de recurenta asemanatoare cu
cea pentru (b,), y si demonstram ca mai sus ca este monoton.

Corolarul 2.3. Daca f: I — I este o functie crescatoare, x,y,z sunt
din I, iar (2n),en s (Yn)pen » (2n)pen Sunt sirurile definite astfel:

To+2x1+ ...+
To =2, xn+1:f(0 ;+1 n>,n€N

f o)+ + f(yn)
n+1

, neN

Y=Y, Yn+1 =

n 1
, neN
n+1zn+n+1f(zn) n

atunci sirurile (Tn),cn » (Yn)pen s (2n)pen SuUNt monotone.

20 = %, Zn+1 =

Demonstraie. Luam, in Propozitia 2.2, p, = 1 si concluzia se impune.

Observatia 2.4. Daca in Propozitia 2.2 functia f este descrescatoare,

rezultatul nu mai raméne adevarat. De exemplu, fie I = [0,1] si functia
f :[0,1] — [0,1] definita prin f(x) = 1 — = pentru orice = € [0,1], p, = 1
pentru orice n € Ngia = b = ¢ = 1. Atunci a9 = bg = ¢g = 1 si

alzf(ao):bl:f(bo):clzf(co)zoiar

1 1 f(bo)+ f(br) 1 1 1 1
as f<2> 502 2 52 201+2f(cl) 5
Astfel as > a1 < ag,bs > by < by, ca > ¢1 < ¢, adica cele trei giruri nu sunt

monotone.

Observatia 2.5. In cazul in care intervalul I este marginit, iteratiile
din Propozitia 2.2 i din Corolarul 2.3 sunt convergente, conform criteriului
lui Weierstrass.

3. Convergenta iteratiilor (a), (b), (c) in prezenta continuitatii

In cele ce urmeazd vom prezenta rezultatele legate de convergenta itera-
tiilor (a), (b), (c) in cazul in care monotonia se inlocuieste cu continuitatea,
iar intervalul I cu un interval inchis si marginit al axei reale. Pentru scopul
propus avem nevoie de urmatorul rezultat din [1], datorat lui D. Borwein si
J. Borwein.
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Teorema 3.1. Fie a,b € R, cua < b, f : [a,b] — [a,b] o functie
continud pe [a,b], (tn),eny un sir cu lim t, = 0 si t, € [0,1] pentru orice
o

n € N. Daca x € [a,b] si (2p),cn esten;;rul definit prin recurenta
xo=x, Tpy1=(1—ty)xn+tnf(xn), n€N,
atunci sirul (x,),cy este convergent.
In plus, dacd nl;rgo (to+t1 4 ... +t,) = 0o, atunci limita lui (x,),cy
este punct fix al functiei f.
O generalizare a acestui rezultat se poate gasi in [2].

Principalul rezultat al acestui paragraf este cuprins in urmatoarea pro-
pozitie.

Propozitia 3.2. Daca functia f: I — I este continud i

. Pn
lim — P _
=00 po + ...+ Py

)

atunci, pentru orice a, b, ¢ € I, iteratiile (a), (b), (c) definesc siruri conver-
gente.
Demonstratie. Pentru recurenta (c) aplicam Teorema 3.1, in care luam
Pn
tp, =

S pot ..t
Pentru recurenta (a), fie (dy),cy sirul definit prin

pentru orice n € N.

_ Po@o + ...+ Ppan
 pot... D,
pentru orice n € N. Atunci a,+1 = f (d,,) pentru orice n € N i
po+...+DPn 'p0a0+~~-+pnan+ Pr+1
Pot ...t Pnyt Do+ ...+ Dn Po+t ...+ Pny1

Pn+1 Pn+1
={1-—)d, + ———f (d,
( Do + > f (dn)

dn

)

dn+1 = Ap4+1 =

N 2| Po+ ...+ Pnyi
pentru orice n € N.

Cum lim —Pn4l
n=00 Py + . .. + Pat1

astfel ca d,, — [. Continuitatea lui f si egalitatea a,4+1 = f (d,,) pentru orice
n € N conduc la convergenta sirului (an),,> ;-
Din definitia iteratiei (b) avem
(Po+ -+ +pn) bny1 =pof (bo) + ...+ puf (bn),

pentru orice n € N si

(pO + ... +pn71) bn = pOf (bO) +pn71f (bnfl) )

pentru orice n € N, n > 1 de unde

(pO + ...+ pn)bn—H - (pO + ... +pn—1)bn + pnf (bn) 5

= 0, din Teorema 3.1 deducem ca exista l € T
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adica, pentru orice n > 1,
Pn Pn
b 1—(1—7)b +—————f(bn).
" T L A

Cum si pentru n = 0 egalitatea este adevarata, deducem ca (by),~
verifica aceeasi recurenta ca sirul (¢, ),y §i atunci concluzia se impune.

Corolarul 3.3. Daca functia f : I — I este continud atunci, pentru
orice x,y,z € I, sirurile (xn)nen, (Yn)neN, (2n)nen definite in Corolarul 2.3
sunt convergente si limitele lor sunt puncte fize ale functiei f.

Demonstratie. Sirul (t,),, oy definit prin ¢, = 1 pentru orice n € N

n
verifica t, — 0si lim (top +1%1 + ...+ t,) = co. Apeland la Teorema 3.1 sau
n— oo

la Propozitia 3.2, cu p, = 1 pentru orice n € N, obtinem ca (2,),,cn, (Yn)pens
(2n)pen sunt convergente si limita Iui (2,),,c este punct fix al functiei f. Cu
Lema Cesdro-Stolz deducem imediat ca si (2,),cn > (Yn),en au limita punct
fix al functiei f.

4. Aplicatii

A.1l. (Lema Cesaro-Stolz pentru monotonie). Fie (uy),cy,
(Un)pen doud siruri de numere reale astfel ca:

(i) (vn),en este strict crescator;

ey e Up4+1 — U
(ii) girul <M) este monoton.
Un+1 = Un / neN

.. Un+1 — UQ . . .
Atunci girul | ———— este monoton §i are aceeasi monotonie
neN*

Un+1 — Vo
Un+1 — U
cu (M

Unt1l = Un / neN
Demonstratie. Avem egalitatea

U1 —UQ Uz — Up Up — Un—1

(v1—p) - +(vg —v1) - ———+ (v — V1) - ————

Up — U U1 — Vo V2 — U1 Un — Un—1
Un — Vo v —v+v2—v+ ...+ U, —Up_1

pentru orice n € N*.
Luand pr = vp — vi_1 pentru orice k € N*, avem p; > 0 pentru orice
k € N*. Din Lema 2.1, cu mici adaptari, suntem condusi la concluzie.

A.2. (RM.T. 2001) Fie a > 0,a € [0,1] §i (2,),cy sirul definit prin
xy a2t + .+
n+1

pentru orice n € N. Atunci sirul (xn)neN este convergent.
Solutie. Se aplica Corolarul 3.2. Daca a = 1 limita sirului este 1, iar
daca a € [0,1), limita este 0.

o = a, Tptl =
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A.3. (N. Bourbacut) Fie a,b € R,a < b, f : [a,b] — [a,b] o functie
crescatoare u € [a,b] $i (¥n),>1: (Yn),>1 sirurile definite prin

x1+...+xn) n

1
Ynt+1 = n——I—lyn + n——l—lf (Yn)

pentru orice n € N*. Sa se arate ca cele doud siruri sunt convergente i au
aceeasi limitd.
Solutie. Ca si in Corolarul 2.3 deducem ca (x,),~, este convergent.

T =Yy = u, $n+1=f( -

Fie [ = lim x,. Atunci sirul (z,),~, definit prin z, = IR )
n— 00 = 1 n
n
pentru orice n € N* are limita [ §i cum 2,41 = Zn + f (zn) pentru

n+1 n—+1
orice n € N* deducem ca z, = y, pentru orice n € N* si atunci sirul (1), cx-

are limita tot [.
A.4. (O. L. M. Bucuresti 2012) Fie a € [0,1] si (zn),,>; sirul definit

prin
. 1 +...+=x
T1=a, Tpy1=sin (—"), n € N.
n

Sa se arate ca (:zsn)n21 este convergent si sa se afie limita sa.
Solutie. Se poate aplica A.3.

A.5. (D. §t. Marinescu, M. Monea) Fie f : [0,1] — [0,1] o functie
continud gi xg € [0,1]. Definim sirul (z,,), ey Prin

zot...+Tn
0
Sa se arate ca sirul (xy), . este convergent.
Solutie. Fie F' :[0,1] — [0,1] definita prin F'(z) = f (t)dt pentru

(
0
orice x € [0,1]. Atunci F este bine definita (deoarece 0 < f < 1) si (2y),,cn

verifica
xo+ ...+,

20 € [0,1], 21 _F<— ,
n

iar atunci concluzia se impune imediat.
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