ECUATIA LUI CAUCHY SI MULTIMI NUMARABILE
GEORGE STorcal)

Abstract. We prove that the functions satisfying Cauchy’s functional
equation outside a countable set N C R can be obtained by redefining,
in an arbitrary manner on NN, the functions satisfying Cauchy’s functional
equation everywhere on R.
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Vom arata ca functiile care satisfac ecuatia functionala a lui Cauchy in
afara unei multimi numarabile N C R se obtin prin redefinirea arbitrara pe
N a functiilor care satisfac ecuatia functionala a lui Cauchy pe intreg R. Mai
precis, avem urmatorul rezultat.

Teorema 1. Notam prin N¢ complementara unei multimi numarabile
N C R gi consideram o functie f : N — R care satisface ecuatia

flx+y) = f(z)+ f(y) pentru orice x,y,x +y € N°. (1)
Atunci exista o functie unica F': R — R care satisface ecuatiile

F(x+y) = F(x)+ F(y) pentru orice x,y € R (2)
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§t
f(z) = F(z) pentru x € N°. (3)

Sa incepem cu un rezultat auxiliar.
Lema 2. In ipotezele Teoremei 1 urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
Dacd x1,y1,x2,y2 € N¢ satisfac x1 4+ y1 = x9 + yo, atunci

f@1) + f(y) = flz2) + fy2); (4)
Daca x1,x9,x3 € N¢ atunci existd y1,ys € N astfel ca
1t a2t as=y1+y2 si f(o)+ f@2) + flxs) = f(y) + fly2). (5)
Demonstratia Lemei 2. Pentru a arata (4), sa alegem z € N¢ astfel ca
Yy =11 —2 € N yh :=ys —z € N,

Ty =zt yh=x1+y1 —z2=a2+ys— 2z € N°.

Un astfel de z exista, deoarece multimile A = {y; —¢ |t € N},
B={y2—t|te N}siC={x1+y1—t|t € N} sunt numarabile, deci exista
ze R\ (AUBUCQC).

Folosind ecuatia (1) obtinem

Flon) = F(n) + f(2) deoarece yy, 2,41 € N*si gy =y +2

f(y2) = f(vh) + f(2) deoarece yh, z,y2 € N® i ya = yh + 2
flzr+ ) = f(z1) + f(y}) deoarece x1,y],x1 + v} € N°¢
fzo 4+ vh) = f(z2) + f(vh) deoarece xa,yh, x2 + yh € N€.

Deci
f@@) + f(yr) = flor + 1) + f(2) = flza +yo) + f(2) = f(a2) + f(y2)

adica relatia (4).
Pentru a arata relatia (5), sa alegem z € N€¢ (existenta lui z fiind
argumentata ca mai sus) astfel ca

Y i=x3—2€Ny =21 +2E N yp:=a0+2 =x90+23—26€ N°.
Folosind ecuatia (1) obtinem

f(z3) = f(2) + f(2') deoarece z,2', 23 € N°si x5 =x+ 2
f(y1) = f(z1) + f(2) deoarece x1,2,y1 € N°siy; =21 + 2
f(y2) = f(z2) + f(2') deoarece xa,2',y2 € N€ §i yo = 29 + 2.

Prin adunarea relatiilor de mai sus i folosind (1), rezulta
FQyn) + fy2) = f(21) + f2) = flas) +2f(2) + 2/(+) =

= f(x1) + f(z2)— f(x3) + 2f (2 + 2’) (deoarece z, 2, z+2 € N¢) =
= f(z1 + f(x2) + f(x3) (deoarece z + 2’ = x3 € N¢),

adica relatia (5).
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Demonstratia Teoremei 1. Pentru a defini F', sa observam ca orice
numar real z este de forma = +y cu z,y € N¢ (intr-adevar, alegem = € N°
astfel ca y := z — 2z € N€). In acest caz, definim

F(z) = f(z) + f(y).
Functia F' este bine definita datorita relatiei (4). Din definitia lui F' si
ecuatia (1), pentru z € N¢, avem ca F(z) = f(z), adica relatia (3).
Sa luam zq, z0 € R de forma 21 = 1+ y1, 20 = 9+ Y2 cu x1, T2, Y1, Y2 €
N°€ i sa aplicam relatia (5) de doua ori; obtinem doua numere 21,25 € N°¢
astfel ca
T1+y1+ a2+ Y2 =21 + 25 s
f(@1) + f(yr) + fz2) + fy2) = f(21) + f(25).
Dar membrul stang in ultima ecuatie este egal cu F(z1) + F(z2), iar
membrul drept este egal cu F(z] + z5) = F(z1 + 22), adica relatia (2).
Pentru a arita unicitatea lui F', sa consideram doua functii Fy, Fb : R —
R care satisfac ecuatia (2) si coincid pe N¢. Atunci diferenta F' := F| — F
satisface ecuatia (2) si se anuleaza pe N¢ cum orice numar real z este de
forma x+y cuz,y € N¢ obtinem ca F(z) = F(z)+ F(y) = 0, deci unicitatea
este aratata si demonstratia este incheiata.

Observatii. (i) Concluzia Teoremei 1 ramane adevarata in urmatorul
context. Fie Ni, No C R multimi numarabile si f : R — R o functie care
satisface relatia

(6) f(z+y) = f(z) + f(y) pentru orice z € Ny,y € N3.

Atunci restrictia lui f la N¢ unde N := N |J No, satisface ipotezele Teoremei
1. Intr-adevar, sa alegem z € N€ astfel incat y + z € N¢ Atunci, folosind
ecuatia (6), obtinem

fle+y+2) = f(r+y)+ f(z) deoarece = + y,z € N°
flx+y+2)=f(x)+ f(y+ z) deoarece =,y + z € N°¢
f(y+2)= f(y) + f(2) deoarece y,z € N€.

Comparand cele trei relatii de mai sus, obtinem relatia (1).

(ii) Teorema 1 raméne adevarata inlocuind multimea numarabila N cu
multimi de prima categorie Baire sau de masura Lebesgue nula; in acest caz,
multimile din ipoteza si cele din concluzie nu mai sunt aceleasi (desi sunt de
prima categorie sau de masura Lebesgue nuld), iar demonstratiile rezultatelor
corespunzatoare nu mai sunt elementare (cititorul poate consulta [1], [2], [3]).
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