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Problema 26781 din G.M.-B nr. 6-7-8/2013, semnata de Madalina Albu,
Babadag, are urmatorul enunt;:

Fie x € R cu proprietatea cd numerele x* + = si x° + x sunt rationale.
Sa se arate ca x este un numdar rafional.

Problema este, dupa opinia semnatarului acestor randuri, deosebit de
frumoasa si poate fi abordata atat cu metode elementare, cat si dintr-o per-
spectiva mai inalta.

In aceastd notd matematicd vom da nous solutii acestei probleme, pre-
cum si o generalizare. Primele patru solutii, respectiv ultimele cinci solutii
au puncte comune, totusi finalizarile lor sunt distincte. Pentru notiunile de
polinom minimal, baza a unui spatiu vectorial, extindere Galots, grup Galots,
element separabil, corp algebric inchis, cititorul poate consulta lucrarea [1].

Notatii. Pe parcursul tuturor solutiilor vom considera numerele
rationale

a=a3+; (1)
b=2a"+uz, (2)
precum si polinoamele cu coeficienti rationali
f=X*+X —a (3)
g=X"+X —b. (4)

Solutia 1. Tnmultind (1) cu —2? si adunand cu (2) obtinem succesiv:
—d — Bt tr=—ar’+be P tart+r-b=0s
sr—atar’+r—-b=0sa’+2r—(a+b) =0. (5)
Inmultind (5) cu z avem:
azr® +22% — (a+b)r =0< ala —2) +22° — (a +b)x =0 &
& 22° — (20 + b)x + a* = 0. (6)
Inmultim (5) cu 2 i (6) cu —a si adundm, pentru a reduce termenii cu

22. Obtinem:
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a® 4 2a + 2b

— € Q.
2a° +ab+4 Q
S# remarcam ca 2a%+ab+4 > 0, intrucat ab = x2 (x2 =+ 1) (x4 + 1) > 0.

Solutia 2. Vom folosi urmatoarea:
Lema. Daca ecuatiile de gradul doi cu coeficienti rationali nenuli

2072 + 4z — 2(a +b) — 2az® + a(a+b)x —a® =0 x =

aiz’ + bz +e =0, asx?® + box + c9 = 0,
au o radacindg comund irationald, atunci:
al b1 C1
a by e
Demonstratia lemei. Fie zg € R\ Q radacina comuna, deci
a1$% 4+ bixg+c1 =0, (7)
CLQZ’% + boxg + co = 0. (8)
Inmultim (7) cu —as i (8) cu a; si adundm, pentru a reduce termenii
cu :1:3. Obtinem:
—alagxg — asbixg — asey + alagac% + arboxg + a1 = 0 &
<~ (albg — agbl) To = a2C1 — a1C2.
Deoarece xg € R\ Q, rezulta ajby — agby = 0, aze; — ajce = 0, adica
ag b o
a by e
Trecem acum la solutia problemei, pe baza lemei precedente.
Presupunem prin absurd ca z € R\ Q. Ecuatiile (5) si (6) au coeficienti
rationali nenuli si admit radacina comuna irationala z. Conform lemei,
coeficientii acestor ecuatii sunt proportionali, adica:
a_ 2 _ —(a+0b) (9)
2 —(2a+0b) a2
Deoarece ab > 0, rezultd ca a si b au acelasi semn. Atunci, (9) este o

contradictie, deoarece prima fractie are semn contrar fata de celelalte doua
fractii.
Solutia 3. Gandind egalitatea (5) ca o ecuatie in z, rezulta:

—1+Vd
r=— ",

a

(10)

unde d = a® +ab+1>0,d € Q. In (10) avem semnul + in fata radicalului,
intrucat ax + 1 = z? (x2 + 1) +1>0.
Ridicand egalitatea (10) la cub, obtinem:
1
23 4—33d+ d4;3\/g.
a a
Adunand egalitatile (10) si (11), obtinem:

(11)
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1 143d 1 d+3
a:—<—|— - >+<+ 3>\/&. (12)
a a a a

Coeficientul lui v/d din (12) este nenul, deoarece numaritorul acestuia
este a® +d 4+ 3 > 0. Atunci, din (12) rezultd v/d € Q si, revenind in (10),
obtinem x € Q.

Solutia 4. Presupunem prin absurd ca x € R\ Q, deci din (10) avem
Vd ¢ Q. Consideram corpul pitratic Q (\/&) = {a +BVd|a,pe Q}, corp

care contine numerele z, 23, 2°. Daci notam cu y* conjugatul patratic al

unui element arbitrar y € Q (\/&) si tinem seama ca aplicatia y — y* este

un automorfism al corpului Q (\/E) care invariaza doar numerele rationale,
putem scrie:

ceQead =ae (@) +rr =P +r o =1,
cici functia f : R — R, f(t) = t3 + t este strict crescitoare. Dar, din
presupunerea x ¢ Q, avem x* # x, contradictjie.

Solutia 5. Fie x1 =z si D = (f,g9) € Q[X], gandit ca polinom monic.
Vom arata ca D = X — x1, de unde va rezulta ca x1 € Q. Trecem la detalii.
Deoarece f (z1) =0, g(x1) = 0, din teorema lui Bézout avem:

f=X-z)fi, g=X-z1)0,
unde f1, g1 € R[X].

Polinomul f; nu are radacini reale, caci notand cu xo, zs radacinile
acestuia, avem x? + x3 + x% = —2 < 0. Deoarece f; are gradul 2, rezulta ca
f1 este ireductibil in inelul de polinoame R[X]. Fie D; = (f1,91) € R[X],
gandit ca polinom monic. Aratam ca D1 = 1. Deoarece D1 divide fi si fi
este ireductibil in R[X], rezultd Dy = 1 sau Dy = f;. Deoarece D divide f;
si g1, rezulta ca Dy divide restul impartirii lui g; prin f;, rest care are gradul
mai mic ca 2, prin urmare D = 1. Atunci

D= (fag) = (X_'Tl)Dl =X-mn GQ[XL
de unde 1 =z € Q.

Solutia 6. Presupunem prin absurd cd =z € R\ Q. Polinomul
f = X%+ X —aq, curadicinile ;1 = z, x9, 3 nu are radicini in Q, intrucat
x1 ¢ Q, iar z9,z3 ¢ R. Deoarece f are gradul 3, rezulta ca f este ireductibil
in inelul Q[X], prin urmare f este polinomul minimal al lui x; peste Q. Dar
x1 verifica gi polinomul g € Q[X], prin urmare f divide g in inelul Q[X]. Insi
restul Tmpartirii lui g prin f este polinomul nenul:

r=aX?+2X — (a+b) € Q[X],
contradictie.

Solutia 7. Presupunem prin absurd c& # € R\ Q. Atunci f = X3 +
+X — a este polinomul minimal al lui x peste Q. Dar x verifica, asa cum am
vazut, polinomul nenul r = aX? + 2X — (a +b) € Q[X], cu gradr < gradf,
contradictie.
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Solutia 8. Presupunem prin absurd ca x € R\ Q si notam cu Q(x) cel
mai mic subcorp al lui R care contine pe QY si pe z. Intrucat f = X3+ X —a
este polinomul minimal al lui z peste Q, rezulta ca {1, x, xz} este o baza de
spatiu vectorial a lui Q(z) peste Q. Dar egalitatea az? + 2z — (a +b) = 0
aratd ca 1, z, 22 sunt liniar dependente peste Q, contradictie.

Solutia 9. Folosim teoria lui Galois. Fie F = Q(x1,x2,x3) corpul de
descompunere al polinomului f = X? + X — a € Q[X], adici subcorpul cel
mai mic al lui C care contine radacinile sale 1 = =z € R, 29,23 € C\ R.
Extinderea de corpuri Q C E este separabila (fiind de caracteristica zero)
si normala (E este corpul de descompunere al unui polinom), prin urmare
este o extindere Galois. Fie G grupul Galois al extinderii, adica grupul
automorfismelor corpului . Pentru orice automorfism o € G, elementul
o(x) € E ramane radacina a oricarui polinom cu coeficienti rationali pe care
il verifica x. Deoarece z verifica polinomul f, vom avea o(z) € {z1,z2,x3}.
Deoarece x verifica f si g, rezulta cad z este radacina gi pentru restul
r = aX?+2X — (a+b) € Q[X] al impartirii lui g prin f si atunci o(z)
este radacina pentru r, deci radéacina reala a lui f, adica o(x) = 21 = =.
Deoarece o(z) = x, Vo € G, rezulta ca x apartine corpului format din
invariantii grupului G. Acest corp este tocmai Q, intrucat extinderea Q C F
este Galois. Asadar, x € Q si solutia se incheie.

Dam acum o generalizare, prin urmatoarea:

Teorema. Fie K C L C Q corpuri comutative, 2 fiind un corp algebric
inchis. Presupunem ca x € L este un element separabil, pentru care exrista
polinoamele nenule f,g € K[X] astfel incat:

1° f(x) = g(x) = 0;

2° Singura raddacinag comunda a polinoamelor f si g (in corpul ) este .

In aceste conditii, x este un element din corpul K.

Demonstratie. Fie p € K[X]| polinomul minimal al lui = peste K.
Deoarece f(x) = 0 si g(z) = 0, rezulta ca p divide f si g in inelul K[X].
Atunci, radacinile lui p (in corpul Q)vor fi radacini comune ale lui f si g,
prin urmare p are o singura radacina si anume x. Deoarece x este element
separabil, polinomul sau minimal p are numai radacini simple, adica p are
gradul 1. Asadar p = X — 2z € K[X], de unde = € K si demonstratia se
incheie.

Observatii. 1) Luand K =Q, L=R, Q=C, f = X3+ X — (2* + 2),
g=X"+X— (:c5 + x) si tindnd seama ca in corpuri de caracteristica zero
orice element algebric este separabil, aplicand teorema precedenta regasim
problema 26781.

2) Teorema se verifica in mod trivial in cazul L = K sau in cazul cand
unul din polinoamele f sau g are gradul 1.

D Orice subcorp al lui R include corpul Q.
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3) In teorema de mai sus, corpul L nu are un rol esential, adica putem
lua in ipoteza doar extinderea de corpuri K C € si x € €.

Incheiem cu o ,variatiune“ pe tema initiala, data de urmatoarea:

Propozitie. Fie p > 0 un numar prim si xg € R astfel incat numarul
xh — zo este un intreg nedivizibil prin p. Atunci xg € R\ Q.

Demonstratie. Numarul real xq verifica polinomul f = X? — X —«a €
€ Z[X], unde a = 25 —z9 € Z, o # 0 (mod p). Daci, prin absurd, am
avea xg € Q, din faptul ca f este un polinom monic cu coeficienti intregi,
ar rezulta xg € Z si atunci a = 25 — 29 = 0 (mod p) (teorema lui Fermat),
contradictie. Se poate justifica si altfel: cand o Z 0 (mod p), polinomul
[ = XP — X — «a (numit polinomul Artin-Schreier) este ireductibil in inelul
Q[X] si, avand gradul p > 1, nu are radacini in corpul Q. Este simplu
de observat si ca pentru p prim fixat, p > 3, pentru orice o € Z, a # 0,
polinomul f = XP — X — o are o singura radacina reala (se poate utiliza sirul
lui Rolle).
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