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Abstract. Starting from the fact that one of the founders of Gazeta
Matematica discovered Weitzenbdck’s inequality 20 years before him, we
decided to show some new proofs oh this well-known property.
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I. Introducere

Lucrand la alte demonstratii si alte generalizari decat cele publicate ale
unei inegalitati celebre am gasit, cu o mare uimire, in Gazeta Matematica,
Vol. 11T (15 Septembrie 1897 — 15 August 1898), Nr. 2 , Octombrie 1897, la
pagina 52, faptul ca, lon Ionescu — unul dintre cei patru ,stalpi” ai Gazetei
Matematice — a publicat problema:

*273. Sa se arate ca nu exista nici un triunghiu pentru care neegalitatea
48V3 > a* + % + 2
sa fie satisfacuta.

Solutia problemei 273, apare in Gazeta Matematica, Vol. III (15 Sep-
tembrie 1897 — 15 August 1898), Nr. 12 , August 1898, la paginile 281, 282
§1 283.

In anul 1919, Roland Weitzenbock a publicat in Mathematische Zeit-

schrift, Vol. 5, Nr. 1-2, pp. 137-146 articolul Uber eine Ungleichung in der
Dreiecksgeometrie, in care demonstreaza ca:
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In orice triunght ABC, cu notatiile obisnuite, are loc inegalitatea:
a® + b + % > 4V/38. (W)

Observam ca inegalitatea lui Ion lonescu este aceeasi cu inegalitatea
lui Weitzenbock, si de aceea am numit-o inegalitatea Ionescu- Weitzenbock
(I-W). Un numar de 11 demonstratii ale inegalitatii (I-W) au fost prezentate
de Arthur Engel in cartea ,,Problem solving strategies”, Springer Verlag,
1998, tradusa si in limba romana de M. Balund (vezi [1]).

I1. 23 de demonstratii inedite ale inegalitatii I-W

Am gasit pentru inegalitatea I-W un numar de 23 de demonstratii, altele
decat cele publicate, pe care le prezentam mai jos.
(a+b+c)?  4p*> 4

Demonstratia 1. a®+b%+c% > — s 5 =3 PP si conform

inegalitatii lui Mitrinovié, adicd p > 3v/3r, inegalitatea precedents devine
4
a4+ 42> 3 -p-3V3r = 4v/3pr = 4V/38.

Demonstratia 2. Conform inegalitatii mediilor avem:
a? +b* + % > 3¢/ (abc)?,

48\°
iar conform inegalititii lui G. Pélya si G. Szegd avem (abc)? > (%) , lar

inegalitatea precedenta devine:

2 2 2 3 ﬁ 37
A+ +32>3 N = 4/35.

Demonstratia 3. Conform inegalitatii Cauchy-Buniacovski-Schwarz
avem
(a® +b® + A)(m2 +m2 +m2) > (amq + bmy + cme)?

3
de unde reiese 1 (a2 + b2+ 62)2 > (amg + bmy + cmc)2, deci

2 2 2-6S

2,12, .2

a2+ 4% > ——(amg + bmy, 4+ eme) > —(ahg + bhy + che) = ——— = 4V/35.
_\/g( b ) \/g( b ) \/g

Demonstratia 4. Conform inegalitatii lui Cebdsev avem:

1 1 1
(a® + b + ) <_+g+‘) >3(a+b+c) e
a c
& (a® + b+ *)(ab + be + ca) > 3abe(a + b+ c)
si deoarece a? + b? + ¢ > ab + bc + ca, rezulti ca

(@ + 6%+ )% > (0% +b° + ) (ab + be + ca) > 3abe(a + b+ c) <
& (a2 + b+ 62)2 > 3abc - 2p = 24pRS,
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de unde, conform inegalitatii lui Fuler R > 2r, deducem ca

(0% + 6%+ )% > 24pS - 2r = 48Spr = 485% & a® + b2 + % > VARS = 4V/3S.

1 1 1
D tratia 5. A b+b =2 .
emonstratia 5. Avem ab + bc + ca S (sinA + nB + sinC>

1
Deoarece functia f : (0,7) — R, f(x) = —— este convexa pe (0,)
sinz

avem, conform inegalitatii lui Jensen

1 1 1 1 1
sinA+sinB +sinC 23 . A+B+C 3 sin V3,
sin ———M—

3 3

si atunci obtinem

> ab + be + ca > 4V/38.

2
a2+b2+6227(a+g+0)

Demonstratia 6. Avem:

AV +E=2p—b—c)+2p—c—a)+2p—a-b)?=
—(p-b+p—c)’+(p—ct+p—a)i’+(p—a+p-b)?’>
>4(p—a)(p—0)+4(p—b)(p—c)+4p—c)(p—a) =
—anlp =)o - ) (ot )

p(p—a) plp—>b) plp—-c

452( 1 1 1 >
= + + )
p \p—a p—-b p-c

1 1 V3
T

1
Apoi, tinand cont de binecunoscuta + + >
p—a p—b p-c

2 2
457 V3 4\/§S = 4/385.

obtinem ca

a4+t > . =
p T

Demonstratia 7. Avem
(ab)? + (bc)? + (ca)? > abe(a + b+ ¢) = 2p - 4RS = 8pRS,
si din inegalitatea lui Euler R > 2r, rezulta
(ab)® + (bc)? + (ca)® > 1652
Apoi,
(ab + be + ca)® = (ab)? + (be)? + (ca)? + 2abc(a + b+ ¢) > 165% 4 16pRS,
de unde
(ab + be + ca)® > 1652 + 16p(2r)S = 165? + 325* = 4852,

deci
a’>+ b2+ >ab+be+ ca> 4/38.
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Demonstratia 8. Avem a = w

p
TaTb(Ty + 1) (Tq + 7¢) S AraTpTern/Tals
2 = 2
p
rezulta ab > 4r\/rq7p.
Deci,

si analoagele, de unde deducem

si, deoarece 7,1y, = P2,

ca ab =

(ab)? + (be)? + (ca)? > 1672 (rary + ryre + rera)
si, deoarece o1y + T7e + Terq = p°, obtinem
(ab)? + (be)? + (ca)? > 16r%p? = 1652
si apoi ca iIn demonstratia 7 obtinem
a2 + 0%+ 2 > ab+be+ ca > 4V38.

Demonstratia 9. Consideram in afara triunghiului ABC punctul D
astfel incéat triunghiul AC'D este echilateral. Fie E gi F' mijloacele segmen-
telor [BD]si [AC]. Conform teoremei lui Euler in patrulaterul ABC'D avem

AB? + BC? + CD? + DA? = BD?> + AC? + 4EF? &
SA+d2 4+ +0?=BD?>+ V2 +4EF? & a> + b+ 2 = BD? + 4EF>.
Rezulta din teorema cosinusului in triunghiul ABD:

BD% = AB® + AD? — 2AB - AD - cos SBAD = ¢ + b2 — 2bc cos (A n %) -

= b+ % —2be (cosAcos%—sinAsing) = b2+ % —becos A+/3besin A =

b2 + 2 — a? a? + b + 2 + 43S
— 22T T 1935 = .
+c 5 +2V/3 5
Deci,
245242+ 438
2yl CHVECEAES e o2 2 4 Es — sER?,

2

si, deoarece EF? > 0, obtinem a? +b%+ 2 > 4/38.

Demonstratia 10. In inegalitatea Bottema:

(z +y+ 2)2R? > yza® + zab® + zyc® Vx,y, z € R%,

luim = = a?,y = b%, 2z = ¢? si obtinem
(a2 + b+ 62)2 R? > 3a%0’ & (a2—|—b2—|—62)R > V3abe < a?+b2+c? > 4V/38.

Demonstratia 11. Fie T punctul lui Fermat-Toricelli (centrul izogon)
al triunghiului ABC'. Notam TA = x,TB =y, TC = z si avem

27

p(XATB) = u(sxBTC) = u(xCTA) = ER
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Conform teoremei cosinusului in triunghiurile BTC,CT A, AT B avem
respectiv:

2
a? = 3/2—1—2'2—23/2'005?7T = y2—|—z2+yz;b2 = 22+x2+zx;02 = x2+y2+xy.
Prin urmare:

A+ 0+ =2+ P+ 22+ oy fyz 4 2z > 3(zy +yz + 2x) =

3 . 27 .27 .27 1
e S _ S _ S _ - —_—
=3(ay 1113 +yz 1113 + zx 1113 =

= 3 (2aria[T' AB] + 2aria|TC B] + 2aria[T'C A]) - 7 =
= 4V/3 (aria[T AB] + aria|T'C B] + aria[TC A]) = 4v/3aria[ ABC] = 4V/38.
Demonstratia 12. Daca in prima inegalitate a lui Tsintsifas:
m aQ + n b2 + b
n+p m—+p m+

02 Z 2\/357 vmvnvp € Ri’
n
luam m = n = p = 1, atunci obtinem:
1
§(a2—|—b2+c2) > 2v35 < a® 4+ b2 + 2 > 4V38.

Demonstratia 13. Daca in a doua inegalitate a lui Tsintsifas, (daca
A1B1Cy si Ay BoCy sunt doud triunghiuri de laturi a1, by, c1, respectiv as,
by, o si arii S1 §i Sa, atunci ajas + biby + ciea > 44/3 - V/S152) luam
A1B1C1 = Ay B>,Cy = ABC, obtinem a? + b2 4 2 > 4\/5 . \/ﬁ = 4\/55

Demonstratia 14. Teorema Jakob Steiner afirma ca dintre toate tri-
unghiurile de acelagi perimetru, cel de arie maxima este triunghiul echilateral.
Fie S5 aria triunghiului echilateral de perimetru 2p si S aria unui triunghi de
perimetru 2p. Atunci, conform teoremei Jakob Steiner avem:

2
p 2
S2> 8 o 2 >89 e p?>3V38.

Apoi, conform inegalitatii dintre media aritmetica si media patraticd avem:
(a+b+c)?  4p?

3 3
Rezultd cd a? + b2 + 2 > = - p? > = - 31/35 = 4/38.

Demonstratia 15. Murray S. Klamkin a stabilit ca: daca z,y,z € R,
atunci in orice triunghi ABC, are loc:

ax + by + cz 2 Ty Yz 2z
et AL TS AT A B
( 48 ) “@ e @

a+bv2 4+ >

Lo~
Lo W~
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cu egalitate dacd si numai daca:
x B Y B z
a(®? +c2—a?)  b(c2+a2—-b2)  cla?+b2—c2)
Daca luam in inegalitatea lui Murray S. Klamkin ¢ = a,y = b,z = ¢,
obtinem

a? + b% + 2
(s
Demonstratia 16. A. Oppenheim a stabilit ca: dacd x,y,z € R, atunci
in orice triunghi ABC' are loc inegalitatea:

2
> >3 e a?+ b2+ 2 > 4V38.

(an + by + 022)2 > 165% (zy + yz + 2x).
Considerand x = y = z = 1, deducem
(@2 +6°+ ) >165% -3 & a® + b + 2 > 4/35.
Demonstratia 17. Tot Murray S. Klamkin a stabilit si inegalitatea:

2 2 2\ 2 2 2 2
a4+ b +c a b c
- ) >=+=+=>3

( 48 )_b2+62+a2_’
din care obtinem a? + b* + ¢ > 44/38S.
Demonstratia 18. Conform teoremei cosinusului avem:

a® =b* + ¢ — 2bccos A > 2bc — 2bccos A = 2be(1 — cos A) =

, A sin2§ sin2§ A
= 4bcsin §:4bCSIHA' SinA :8Sﬁ:4stg§,

2sin 3 cos B)
si analoagele, de unde deducem ca
A B C
a>+ b+ >48 (tg= +tg— +tg—= | .
2 2 2
Concluzia rezulta acum din faptul ca functia h : (0,7) = R, h(z) = tgg
este convexa pe (0, 7), deci

A B C A+B+C
tel +te5 +teg > 3tg% - 3tg% = /3.

Demonstratia 19. Avem:
4
(@®+ 8+ )" =2 (@ +0° + ) (ml +mf +m2) >
b+c)? a D2 4
(atbto)f (motm+me) > — (a+b+c)? (hg + hy+ he)? >
3 3 27
4 2 2 2
> (3\/3 abe- 3% hahbhc) — 12 (\S/ahabhbchc) — 12 (&’ 2353) — 4852,

de unde se deduce usor ci a® + b? + ¢ > 4/385.

4
> 2.
-3
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Demonstratia 20. Pentru orice punct M € IntABC notam d,(M),
dy(M), d.(M) distantele de la punctul M respectiv la dreptele BC,C A, AB
si sq(M) = AMBC|,sp(M) = AIMCA], sc(M) = AIMAB]. Vom arata ca:

a b c
on * aan * aon =0
intr—adevér, avem:
a n b n c_ _ a® n b? n c?
do(M) ~ dp(M)  de(M)  25,(M)  2s5(M)  2s.(M)’
unde aplicam inegalitatea lui Bergstrom si obtinem

(a+b+oc) p? 2 2p

T —

T2 S 50D T 5.000) 28~ pr — 7

Apoi, conform inegalititii lui Mitrinovié p > 3v/3r, deducem ci

2 2.
TZ—sz\/gZG\/g.
T T

Daca luam M = G, atunci :

1
3q4(G) = sp(G) = s.(G) = 55,
si rezulta ca:
2 2 2
T a4 b +-—° _>6/3e

= 2@ 25y(Q) T 250G

2
@a2+b2+02255-6\/§:4\/§5‘.

Demonstratia 21. Inegalitatea Neuberg — Pedoe afirma ca:

Daca A1B1C1, Ao BoCy sunt doud triunghiuri de laturi aq,bi,c1 $i as,
ba, co si de arii S1, respectiv So, atunci are loc inegalitatea:

(B4 E) 8 (@1 d) + (45— d) > 1655

Daca luam triunghiul AsBsCy echilateral de laturi ao = by = 5 = 1

V3

3
avem Sy = % si atunci rezulta ca a% + b% + c% > 1657 - Vil 44/35,. Deci,

intr-un triunghi ABC are loc inegalitatea a? 4+ b% + ¢ > 41/35.
Demonstratia 22. Conform unei inegalitati a lui A. Oppenheim:
Daca x,y,z € Ry, atunci in orice triunghi ABC, cu notatiile obisnuite,
are loc inegalitatea:

(x4 +2)? > 2V3(yzsin A + zzsin B + zysin C),

cu egalitate dacd st numai dacd x =y = z gi triunghiul ABC'este echilateral.
Daca luam x = a,y = b, z = ¢, atunci obtinem

(a+b+c)? > 2V3(besin A + casin B + absin C) = 2v/3 - 65 = 12V/38.
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b 2
(@840 |t s

2 12
a2+b2+c22(a+g+c) > \;g524\/§5_

Deoarece a? + b> + ¢ >

Observatie. Procedand ca mai sus,
(a+b+c)? > 12V38 < 4p* > 1238 = 12V3pr < p > 3v/3r,

deci am obtinut o noua demonstratie pentru inegalitatea lui Mitrinovié.
Demonstratia 23. In orice triunghi are loc inegalitatea:

c> (a+b)sing.

Intr-adevir
C C A+ B A-B
(@ + b) sin 5= 2R(sin A 4 sin B) sin 5= 4R sin + cos — sin 5=
A-B C A—B A-B
= 4R cos Bl cos sin 5= 2R sin C' cos = cCOS 5 <eg,
cu egalitate daca si numai daca a = b.
Deci,
C A B
a? + b+ > (a—l—b)2sin2§ + (b+ ¢)?sin® 5T (c+a)25in2§ >
A B
sin? % sin? 3 sin? 5 _
sin A sin B

C
> 1 2 J— 1 2 —_ 1 2 _— =
> 4absin 5 +4becsin 5 +4ca sin 5 8 s

A B C
=45 (tg= +tg= + tg—
S<g2+ g5+ g2>,
de unde, deoarece functia f : (0,7) = R%, f(x) = tgg este convexa pe(0, ),

rezulta ca
A+B+C
2402+ 2 >48 32t 2T C _ jog tg% = 4V/35.

In legatura cu inegalitatea lui Tonescu- Weitzenbock, exista in literatura
matematica alte doua inegalitati celebre, echivalente cu aceasta:

e inegalitatea Hadwiger-Finsler:
PP+ >4V35+ (a—b)?+ (b—¢) +(c—a)?, (HF)

cu egalitate daca si numai daca triunghiul este echilateral;
e inegalitatea Neuberg-Pedoe: pentru un al doilea triunghi de arie T si

laturile de lungimi z,y, z avem
AP+ 22— )+ 2+ 2t — ) + At +y? - 2 > 16ST,  (NP)
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cu egalitate daca si numai daca triunghiurile sunt asemenea.

ITI. Trei rezultate suplimentare

Propozitia 1. Dacd A1As ... Ag este un heragon convexr cu aria S,
atuncs

Ay A2+ A A2 4 A A2 4 Ay AR+ A5 A2+ Ag A2 42(A1 A2+ A3 A2+ A5 A2) > 44/38S.

Demonstmfz’e. in triunghiurile A1A2A3, A3A4A5, A5A6A1 §i A1A3A5
aplicam inegalitatea I-W si obtinem

A1 A2 + As A2 + A3 A2 > 4V/Baria[ A Ay Ag]
A3 A% + A A2 + A5 A2 > 4/3aria[A3 Ay As)
A5 A% 4+ AgA? + A A2 > 4/3aria[As Ag A,
A1 A2 + A3A2 + A5 A2 > 4/3aria[A) A3 As),
care, adunate membru cu membru, conduc la relatia de demonstrat.

Propozitia 2. Daca A1As ... Ag este un hexagon convexr cu aria S,
atunct

Ay A3+ A A2+ A3AT + AgAZ + A5 AZ 4+ AgA3 + A A2+
+ A3AZ + A5 A + A A3 + AgAZ + AgAS > 4V/3S.

Demonstragie. Aplicand in triunghiurile A1 AsAs, AsAyAs, AsAgAq,
A2A3A4, A4A5A6, A6A1A2, A1A3A5 §1 A2A4A6 inegalitatea I-W deducem

A1 A3 + AgA2 + A3A? > 4V/3aria[A; Ay As]
A3A2 + AyA2 + A5 A2 > 4v/3aria[A3 A4 As
AsA2 + AgA? + A1 A2 > 4v/3ariaA5 A

@ﬁ+&ﬁ+&£2M%mM&&
Ay A2 + A5 A2 + AgA2 > 4V/3aria|A4 A5 Ag
AgA? + A1 A2 + As A2 > 4V/Baria[Ag A1 Ay
A1 A2 + A3 A2 + A5 A2 > 4V/Baria A A3 As
Ag A2 + A A2 + AgAS > 4/3aria[Ay Ay Ag),

care, adunate membru cu membru, dau inegalitatea de demonstrat.
Propozitia 3. Dacd A1 As...Ag,, n > 3, este un poligon convex de arie
S in care notam ay, lungimea laturii [AgAg+1], k = 1,2n, Aopt1 = Ax, atunci

2n n
T T T
(Z a%) tgg + (\/§ + tgﬁ) : ZAQk—lA%k_H > 44/35 - tgﬁ.
k=1

]
Ai]
]
]
]
]
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Demonstratie. In triunghiurileAsy_1 Aoy Aog 41, k = 1, n, aplicim inega-
litatea I-W si obtinem

a%k_l + a%k + AQk—lA%k+1 > 4\/§aria[A2k_1A2kA2k+1], k=1n,

de unde rezulta ca

n

n
> (a1 + a3y + Agk-143;1) > 4V3  aria[Ag, 1 Age Aok 1] &
k=1 k=1

2n n n
& Z a% + Z A2k71Agk+1 > 4\/§Z aria[AQkflAQkAQkJrl] &

k=1 k=1 k=1
2n . n T n .
2 2 .
& tg— Agp_ 1A tg— > 4v3 Agp_1 AL A tg—. (1
k§1ak 8 +k§1 2h—142k 1118 2 fgl aria[Agy_1 Aoy Agp41] 8 (1)

Conform inegalitatii din [4], in poligonul convex A;As. .. Ag,_1 avem

n

. T
ZAQk—lA%k-l-l > 4ar1a[A1A3...A2n,1]th ~
k=1

n
~ \/gz A2k—1A%k+1 > 4\/§aria[A1A3 S Agnfl]tg%. (2)
k=1
Adunand membru cu membru inegalitatile (1) si (2) obtinem ceea ce
era de demonstrat.
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