PENTRU CERCURILE DE ELEVI

METODA LUI TITEICA IN REZOLVAREA UNEI
ECUATII DIOFANTICE

VASILE BERGHEAD

Leonhard Euler s-a ocupat de ecuatia diofantica:
X2 4 aY?+0b22 =W?, a,b,X,Y,Z,W €N, (1)
careia i-a dat, fara demonstratie, solutia:
X =p?>—ag® -, Y =2pq, Z =2pu, W = p*> + ag® + bu?, p,q,u € N.

In aceastd notd vom arita ci rezolvarea ecuatiei X2 +Y? = Z2, unde
X,Y,Z € N, prin metoda lui Titeica, pe care o gasim in [2], ne va conduce
la o solutie elementara pentru ecuatia (1).

Cautam solutiile in care W # 0: impartim cu W2, apoi notam:

X Y Z
T = W? Yy = W’ = W
si astfel se obtine:

2% +ay? + b2* =1, (E)

1)Profesor, Liceul ,,Gh. Lazar“, Avrig



232 PENTRU CERCURILE DE ELEVI

care, in triedrul Oxyz, este ecuatia unui elipsoid.
Punctul A(1,0,0) apartine lui (E), iar ecuatia unei drepte arbitrare
care trece prin A are forma:

r—1 'y z

l m n’
unde [, m, n sunt coordonatele unui vector director al dreptei. Daca I, m,
n sunt numere rationale nenule, dreapta intersecteaza elipsoidul inca intr-un
punct B, B # A, ale carui coordonate sunt, toate, numere rationale. Intrucat
B(z,y,z) € (F) implicd B'(+z,+y,£2) € (F), iar noi dorim rezolvarea in
numere naturale, ne vom rezuma la dreptele care intersecteaza elipsoidul in
interiorul octantului:

S={(x,y,2) | x>0,y >0,z > 0}.

Pentru aceste drepte, vectorul director are coordonatele [ < 0, m > 0,
n>0saul >0, m <0, n <0. Prin inmultirea cu (—1) se trece de la un caz
la celalalt, asa ca vom considera ca ne gasim in primul caz.

Inlocuind 7 cu —I , ecuatia dreptei capata forma:

r—1 "y z

l —E:E, l,m,ne@i

De asemenea putem considera ca [,m,n € N*, (I,m,n) = 1, deoarece
prin multiplicarea lor cu un factor intreg convenabil ales — numitorul comun
al numerelor [, m,n € Q7 —noul vector va avea coordonatele numere naturale
iar directia aceeagi cu a vectorului dat, deci punctul B ramane acelasi. Din
ecuatia dreptei gasim:

n

= —T(x —-1), z= —7(50 —1).

Acestea, inlocuite in (E), conduc la o ecuatie de gradul doi cu o radacina
x = 1, care nu ne intereseaza (intrucat ei ii corespunde punctul A), iar cealalta
radacina:
am? + bn? — 12
~am?+bn? +12 €Q
este abscisa lui B si o folosim pentru determinarea ordonatei si cotei acestuia,
gasind:

2lm 2ln
= - = ——FF""™"F.
y am? +bn? 4+ 12’ am? + bn? + 12
Obtinem:
X am? 4+ —-12 Y 2lm A 2ln

W am?tbm2+ 2 W  am2+n2+02° W am?+bn?+ 12
deci:

X vz w
am?2+bn2—12  2lm 2nl  am2+b2+12 '
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Solutiile cautate sunt:

X=k (am2 +bn? — l2), Y =2kim, Z = 2kin, W =k (am2 +bn? + l2) ,
care sunt identice cu cele date de Fuler daca facem abstractie de factorul &
si de semnul diferit al lui X.

Remarcam si ca, atunci cand obtinem X < 0 il inlocuim cu —X si
solutia va fi formata numai din numere naturale.

Verificarea ecuatiei de catre solutiile gasite face inutila orice analiza
legata de parametri si, totodata, ne asigura ca acestea sunt solutiile intregi
in cazul cand a,b,l,m,n, k € Z; solutiile naturale sunt | X|, |Y|, |Z], |W|.

Este posibil ca Fuler sa fi folosit chiar aceasta metoda pentru obtinerea
solutiilor si, dat fiind ca este atat de simpla, n-a mai considerat necesar s-o
mentioneze.

Observatii: a) Avem identitatea:

(am? +bn? — 13?2 + a(2lm)* + b(2nl)? = (I + am?® + n*)?,a,b,1,m,n € Z.
b) Putem aplica aceastd metodd pentru rezolvarea tuturor ecuatiilor

diofantice reductibile la formas:

Xeta Xi4apXa+...4a, X2 =Y?, ay, a9, ...,an, X0, X1,..., X,,, Y €N. (2)

Aplicatii. Sa rezolvam prin metoda lui Tifeica cateva probleme de
acest tip, aparute recent in Gazeta.

E:25718 (G.M. 2/2007, Gigel Buth, Satu Mare). Demonstra{i ca ecua-
tia x> +y? + 22 = 1 are o infinitate de solutii rationale.

Solutie. Notam S multimea tripletelor reale care verifica ecuatia
22 +y? + 22 = 1. Evident ca A(1,0,0) € S. O dreapti care trece prin
A are ecuatia:
z—1 Y z

l m n’
jar U = (I,m,n) este vectorul sau director. Dreapta mai intalneste S intr-un
punct B de coordonate:
m? +n? — 2 2ml 2nl
x:77 :—772’:—77
2t+m2tn2? 2+ m2+ n2 2+ m2+n2
care sunt numere rationale daca I,m,n € Q*.
Luand [l =m =1, n € N*, obtinem:
2
n 2 2n
:—7 :_—722_—7x7 726 ¥
o+n2’ YT o2 srn2 BYFEQ
si, prin urmare, avem o infinitate de solutii care indeplinesc cerinta.

x

0:1168 (G.M. nr. 8/2007, Vasile Scurtu, Bistrita). Demonstrati ca
ecuatia x2 + x5 + ... + 22 =1, unde n € N,n > 2, are o infinitate de solutii
rationale.



234 PENTRU CERCURILE DE ELEVI

Solutie. Punctul A(1,0,0,...,0) € S, unde am notat cu S multimea
solutiilor reale ale ecuatiei 72 + 22 + ... + 22 = 1 din spatiul n-dimensional.
O dreapta (d) care trece prin A are ecuatia:

1 — 1 To Ty

ll = E = ... ln 5
unde ¥ = (l1,12,...,1,) este vectorul director al dreptei si, daca I, € QF,

k€ {1,2,...,n}, atunci dreapta mai intersecteaza () intr-un punct B avand
toate coordonatele rationale. Prin calcul simplu obtinem:

l% +...+ ZTQL — l% —2l115 —2l41,
= ,To = ey Ty = .
P2y 277 B+t 12 TR+ 12
Cum I, € Q" k € {1,2,...,n}, avem astfel o infinitate de solutii
rationale pentru ecuatia 23 + 23 + ... + 22 = 1. Spre exemplu, putem alege
ll:m,WEN*§il2:l3:...:ln:1.

E:13498 (G.M. nr. 8/2007, Vasile Scurtu, Bistrita). Demonstrati ca
ecuatia 2+ yz + 222 = 1, admite o infinitate de solutii de forma (o, yo, 20),
unde xo,Yo, 20 € Q4 \ Z.

Solutie.  Notam S multimea tripletelor reale care verifica ecuatia

2?2 + yz + 222 = 1. Avem A(1,0,0) € S. O dreaptd care trece prin A

r—1 oy oz N
are ecuatia = < = Zjar ¥ = (I,m,n) este vectorul siu director.

(o

Dreapta mai intalneste S int?%—un punct B de coordonate:
_omn+ 2n? — 2 B 2ml B 2nl
S Par—— v A S i, w A U —_——,
care sunt numere rationale daca I, m,n € Q.
Restrictia g, yo, 20 € Q+\Z este indeplinita daca alegem | = —1, n = 1,
m € N*\{3}, obtinand:

m+1 2m 2
ro = ———7, — ; 20 = .
O 3 N T 3y T 3
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