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1. INTRODUCERE

In American Mathematical Monthly 96 (641) din 1989, remarcabilul
matematician american Walter Rudin a publicat urmatoarea problema:

Problema 1.1. Fie s,t numere reale. Gasiti toate functiile derivabile
f:R =R care verifica:

F(sz +ty) = 7f(y; — i(x)

pentru orice x,y € R cu x # y.

Datorita celebritatii propunatorului, problema a starnit interes.

In numirul din martie 1991 al revistei apar o solutie si o generalizare
a acesteia datorate lui M. Falkowitz, respectiv lui J. A. Baker (vezi si [4],
pag. 43). In [1] Kannappan, Sahoo si Jacobson rezolva urmatoarea ecuatie
functionala, care reprezinta o generalizare puternica a ecuatiei functionale a

lui W. Rudin.

DProfesor, Colegiul National , Sfantul Sava“, Bucuresti.
2) Profesor dr., Colegiul National ,,Jancu de Hunedoara“, Hunedoara.



546 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

Problema 1.2. Sa se determine functiile f,g,h : R — R, care
verifica:
f(x) —9(y)
r—y
pentru orice ,y € R cu x # y, unde s,t € R sunt numere date.

= h(sz +ty)

De remarcat ca in toate enunturile de mai sus domeniul de definitie al
functiei este R.

In nota de fata ne propunem abordarea unor ecuatii functionale de acest
tip, domeniul de definitie fiind insa un interval deschis al axei reale. Dupa
cum usor se va putea constata, tehnicile folosite de noi sunt diferite de cele
din [1] sau [4].

Pentru scopul propus avem nevoie de paragraful care urmeaza, care, de
altfel, prezinta interes in sine.

2. LEGATURA DINTRE MONOTONIE §I VALORILE UNEI FUNCTII IN DOUA
PUNCTE MEDII, CU PONDERI FIXATE

Peste tot in aceasta nota I reprezinta un interval deschis al axei reale.
Rezultatul care urmeaza stabileste echivalenta monotoniei unei functii
cu monotonia in doud puncte medii, cu ponderi fixate.

Propozitia 2.1. Fie a,b € [0,1] cua < b gi f: I — R o functie.
Atunci functia f este crescatoare dacd si numai dacd, pentru orice x,y € 1
cuxr <y,

fbz+ (1 =0b)y) < flax+ (1 —a)y).
Demonstratie. Necesitatea. Fie z,y € I cu z < y. Deoarece:
br+ (1 -by <azx+(1—a)y,
din monotonia functiei f suntem condusi la:
fbx + (1 =b)y) < flaz+ (1 - a)y).

Suficienta. Ardtam pentru inceput ca f este local crescitoare, adica
orice element din I are o vecinatate inclusd in I pe care functia f este
crescatoare. Fie xg € I; cum [ este interval deschis, exista ¢ > 0 astfel
ca:

a+b a+b c
2—a—b" '

—g, CI 1 - -
(g —&,20 +€) si ({L‘o €x0+2—a—b€

Vom arata ca f este crescatoare pe intervalul deschis:

o (g bz o ba
0 = | %0 2—a—b€’x0 2—a—b€'
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. b—a a+b
Sa observam ca xg € I, si de unde deducem ca

2—a—b " 2—a—-"b’
u(l —a) —v(1—0b)

I, C I. Fie u,v € I, cu u < v. Atunci numerele x =

b—a
. bv—au . o o
siy= 2 satisfac urmatoarele proprietati:
—a
Hu=br+(1-0y,v=ax+(1-a)y,
(ii) x < y, deoarece x —y = Z_v <0,
—a
+b +b
(111) WS ($0—€,CC0+€)C I,ye ($0 — hé,xo + h€> clI.

intr—adevér, avem:
u(l —a) —v(l—0b)
b—a

<1—a . b—a _1—b B b—a — zo 4
b—a 0 2—a—b5 b—a 0 2—a—b5 —roTe

>1—a B b—a _l—b n b—a o
T —a\" T T b—a\"" T2 g ") 0TS
adica x € (xg — &, 29 + €).

by —
Apoi, cum y = 77) au7 obtinem:
—a

<b:c+b_a5—a:c—b_a5—:c+a+b5
Y b—a 0 2—a—> b—a 0 2—a—> - 2—a—>

>b:c—b_a5—ax+b_a5—x—a+b5
Yoo\ 9T b—a\'" "2 ) V" 2

c a+b . a+b
g — ——E, 090+ ——¢ | .
y LA D At ke L R A

Din (i), (ii) si (iii) deducem ca:
flu) = fbx+ (1 —a)y) < flaz+ (1 - a)y) = f(v)
si, In consecinta, functia f este local crescatoare pe I.

In sfarsit, fie x,y € I cu z < y. Cum functia f este local crescatoare,
pentru orice ¢ € [x,y] existd un interval deschis I; al axei reale, cu
I; C 1, astfel ca functia f sa fie crescatoare pe I;. Cum [z,y] este submultime
compacta a lui R si familia de intervale deschise ()¢, acopera pe [z, y],
exista n € N* §i ¢1,...,t, € [z,y] astfel ca I;,,I,,...,I;, acoperd intervalul
[,y] si, In consecinta, f(x) < f(y), adica functia f este crescatoare.
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Corolarul 2.2. In conditiile Propozitiei 2.1, functia f este descresca-
toare daca si numai daca, pentru orice x,y € I cux <y,

fbz+ (1 =0d)y) > flaz + (1 - a)y).
Demonstratie. Se aplica Propozitia 2.1 functiei —f.

Urmatorul rezultat se datoreaza lui A. Varga si apare in [6]. De re-
marcat ca demonstratia datd in [6] se bazeaza pe cunostinte de analiza
functionala.

Corolarul 2.3. Fie o, € (0,1) fizate astfel ca a # . Atunci functia
f 1 — R este constanta daca si numai daca, pentru orice x,y € I,

floaz + (1 —a)y) = f(Bz + (1= By).

Demonstratie. Necesitatea este evidenta.

Suficienta. Admitem ca o < f, in caz contrar rationdam pentru 1 — «
si 1 — 5. Luand in Propozitia 2.1 gi Corolarul 2.2 a = « §i b = 8 gasim ca
egalitatea din enunt este posibild daca gi numai daca f este crescatoare gi
descrescatoare, adica f este constanta.

3. DOUA ECUATII FUNCTIONALE INRUDITE CU ECUATIA LUI RUDIN

1
Propozitia 3.1. Fie a € [0,1], a # 5 st fyg : I — R doua functii.

Atunci:
f@) — fy)
=y
dacd si numai dacd exista m,n € R astfel ca f(z) = mx+n, Ve € I gi
glx)=m,Vrel.

Demonstrafie. Necesitatea. Datorita simetriei membrului stang de-
ducem ca g(ax + (1 — a)y) = g((1 — a)x + ay) pentru orice z,y € I cu
x # y. Cum aceasta egalitate este adevarata si pentru x = y, din Corolarul
2.3 deducem ca g este constanta, adica exista m € R astfel incat g(x) = m,
Va el

In aceste conditii, ecuatia functionala conduce la:

f(l')—f(y) :m(:):—y), Va,yel,

de unde rezulta ca exista n € R astfel ca f(z) =maz+n, Vo € I.
Suficienta este evidenta.

Corolarul 3.2. (F. P. Callahan, [4], pag. 332) Fie f : I — R o functie
derivabild astfel incat:

f@)=fly)=(z—y) f(Q1-Nz—\y),

1
pentru orice x,y € I §i un anumit A € [0,1] \ {5} Atunci [ este functie

=glax+ (1 —a)y), Yo,y e, x#y,

polinomiala, de grad cel mult 1.
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Demonstratie. Se aplica Propozitia 3.1 cu g = f’ i concluzia este ime-
diata.

Urmatorul rezultat are ca punct de plecare teorema de medie a marelui
matematician roman D. Pompeiu. In [2] D. Pompeiu demonstreazi ci:

Daca a,b € R, 0 ¢ [a,b] si f : [a,b] = R este o functie continud pe
[a,b], derivabila pe (a,b) atunci exista c € (a,b) astfel ca:

o) =bF@ _ 0 e
a—>

O demonstratie a acestui rezultat se gaseste in [5] i are la baza teorema

de medie a lui Lagrange, iar o alta demonstratie face apel la teorema de medie

1
a lui Cauchy aplicata functiei f si functiei g : [a, b] — R definita prin g(z) = —
x
pentru orice z € [a, b].
In [5], pag. 89, P. K. Sahoo si T. Riedel rezolva urmatoarea problema,
numita ecuatia functionald a lui Pompeiu:
Fies,t e R si f,g: R — R doud functii. Atunci:
zf(y) —yf(x)
r—y
pentru orice T,y € R cu x # y dacd si numai dacd existda m,n € R astfel ca
f(z) = max +n pentru orice x € R si:

= g(sz +ty),

arbitrar, cug(0) =n, daca s=0=t
g(x) = n, cug(0) arbitrar, daca s+t=0gix#0
n, in celelalte cazuri

In cele ce urmeaza, urmand calea Propozitiei 3.1, vom gasi solutiile
ecuatiei functionale de tip Pompeiu pe un interval deschis al axei reale.

Propozitia 3.3. Fie a € [0, 1]\{%} st f,9 : I — R doud functii.
Atunci:
zf(y) —yf(x)
r—y
pentru orice x,y € I cu x # vy, dacd si numai dacd existd m,n € R astfel
incat g(x) =n i f(x) = mz +n pentru orice x € 1.

= g(az + (1 — a)y),

Demonstratie. Necesitatea. Din motive de simetrie a membrului stang
suntem condusi la:

glaz + (1 —a)y) = g((1 — a)z + ay)
pentru orice x,y € I si atunci, conform Corolarului 2.3, exista n € R astfel
ca g(x) =n, Va € I. Ecuatia functionala devine:

zf(y) — yf(z) = n(x — y) pentruorice z,y € I

de unde deducem ca exista m € R astfel ca f(x) = maxz+n pentru orice x € I.
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Suficienta este evidenta.

1
Corolarul 3.4. Fiea € [0,1]\ {5} si f: 1 — R o functie derivabila
pe I astfel incat:
af(y) —yf(@) = (z —y)- fllaz + (1 - a)y)

pentru orice x,y € 1. Atunci f este o functie polinomiald de grad cel mult 1.
Demonstratie. Se aplica Propozitia 3.3.

Observatii

1. Rezultatele cuprinse in Propozitia 3.1 si 3.3 sunt valabile gi in cazul
intervalelor care nu sunt deschise.

De exemplu, daca b este un capat al intervalului inchis 7, atunci Pro-
pozitia 3.1 este valabila pe interiorul lui I, adica exista m,n € R astfel ca
g(x) =m, f(z) =mx+n,Vz € int! si atunci:

)~ Fy) _
b—y
adica f(b) = my +n+ mb— my = mb+ n, ceea ce justifica afirmatia facuta.

9

. 1 s
2. Nu stim ce se intampla in cazul a = = in cele doua Propozitii, in

afara cazului particular cand f este derivabila.
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