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Abstract. This note generalizes and improves the inequality (1).
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In [1], Problema 2.44, autorii demonstreazs inegalitatea:
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unde x1, T3, x3 sunt numere reale pozitive.

Aceasta nota este consacrata generalizarii gi imbunatatirii inegalitatii (1).

Propozitie. Pentru x1,xo,...,x, numere reale pozitive sin € N, n >
3, are loc inegalitatea:
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Demonstratie. Utilizand inegalitatea dintre media aritmetica si media
geometrica, obtinem:
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Acum, vom demonstra inegalitatea:
n(n+1) Mt L 21
2 2 Va2 T n—1’
n € N, n > 3, care este echivalenta cu:
11 1 2om—1) \"T
n — 2
R RRIEE S ) (3)
22 3 n" (n—1)n(n+1)

Folosim inductia matematica. Pentru n = 3, din (3), obtinem:
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echivalents cu 63-27 > 59, inegalitate adevarata deoarece 63 > 53 gi 27 > 53,
S& presupunem ca (3) este adevarata pentru n > 3 si sa demonstram
ca aceasta are loc gi pentru n + 1, adica:
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Tinand seama de (3), este suficient s demonstram:
n(n+1) (n+1)(n+2)
2

>( 2(2n+1) ) 5)

1 ( 2(2n — 1) > 2
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Dupa ce ridicam in inegalitatea (5) la puterea - i 1 si efectuam sim-
plificarile posibile, obtinem inegalitatea:
(2n — 1)"n?(n +2)"? > 4(2n +1)" 2 (n — 1)™.
Aceasta inegalitate se scrie si sub forma:
(2n—1(n+2))" n*(n+2)*> ((2n+1)(n —1))" - 4(2n + 1)

sau:
(2n? 4 3n — 2)"(n® + 2n)* > (2n% —n — 1)"(4n + 2)°. (6)
Cum:
mP+3n—2>2m2—n—-1>1
si:
n>+2n>4n+2>1,

pentru orice numar natural n, n > 3, avem:

(2n? +3n—2)" > (2n* —n — 1)"

(n® +2n)? > (4n+2)%, neN, n>3.
Rezulta ca inegalitatea (6) este adevarata si deci inegalitatile (5) si (4)
sunt adevarate. Cu acestea, inegalitatea (3) este adevarata pentru orice n
natural, n > 3.
In concluzie, inegalitatea (1) este adevarata pentru orice n € N, n > 3.
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