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F. Scrierea numarului 2011 ca suma de patru patrate.

Dupa o teorema a lui Lagrange ([1], pag. 86) orice numar natural se
poate scrie ca o sumi de patru pétrate de numere intregi. In particular si
2011.

Cum 292 = 202 + 212 si 392 = 362 + 152, din (3) si (2) avem:

2011 = 92 +20% + 212 +33% & 2011 = 7% + 15% + 212 4 36>
Mai avem, de exemplu, si:

2011 = 12 + 52 + 312+ 322 si 2011 = 1% 4 42 4+ 252 + 372,
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Scopul acestei note este de a rezolva doua probleme de concurs utilizand
convexitatea functiei putere. In acelasi timp se urmareste sa se puna in
evidenta faptul ca, in unele cazuri, aceasta metoda este naturala si eleganta.

1. Introducere

In manualele scolare, graficul functiei putere apare doar pentru cateva
valori rationale ale exponentului. Se omite prezentarea grafica a functiei pute-
re cu exponent real oarecare (rational sau irational, [2]) de unde In urma unei
lecturi grafice s-ar putea obtine informatii despre convexitatea (concavitatea)
acesteia.

Desi mai rar, in concursuri se intalnesc probleme in care apare functia
putere cu exponent care poate fi si irational. Dam In continuare doua exem-
ple:

Problema 1. Sa se rezolve ecuatia: 2% = a*", a € (0,1).

1 V. Maftei si T. Andreescu
Olimpiada de matematica, Etapa Judeteana, 1983
Problema 2. Si se rezolve ecuatia: 2!8% 4+ 8 = (1 — 8)18%2
Daniel Jinga
Olimpiada de matematica, Etapa Judeteana, 2001
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2. Preliminarii

a) Functia putere este de forma: f : D — R, f(z) = 2%, unde D =
= [0, +00) pentru o > 0 g1 D = (0, +00) pentru o < 0. Din lectura graficului
functiei putere (vezi [2]) rezulta usor ca:

i) Pentru o € (—o00,0) U (1, +00) functia putere este strict convexa.

ii) Pentru « € (0, 1) functia putere este strict concava.

b) Fie I C R un interval §i f,g : I — R doua functii pozitive, strict
monotone de acelagi sens si strict convexe. Atunci fg este o functie strict
convexa (vezi [1]).

c) Fiea € R, beR, a<bsif:[ab) — R o functie strict convexa.
Daca f(a) < 0 atunci ecuatia f(x) = 0 admite cel mult o solutie.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca exista xq,xs €
€ [a,b) astfel incat a < z1 < 2 si f(x1) = f(xz) = 0. Din a < 21 < z9
rezulta ca exista t € (0,1) astfel incat z1 = (1 — t)a + txo.

De aici si din stricta convexitate a lui f avem ca f(z1) < (1 —1t)f(a) +
+tf(x2) de unde 0 < (1 —t)f(a), deci f(a) > 0, ceea ce este fals.

Analog se demonstreaza urméatoarea proprietate:

d) Dacia € R, b € R, a < bsi f: (a,b] = R este o functie strict
convexa si f(b) < 0 atunci ecuatia f(x) = 0 admite cel mult o solutie.

3. Rezolvarea problemelor

Problema 1. Din conditiile de existenta avem x > 0. Se vede ca x = 0
nu este solutie.

Prin logaritmare in baza a, ecuatia devine:

alog,z — 2% =0, x>0. (1).

Cum 0 < a < 1, pentru z > 1 avem a* > 0, log, z < 0 si % > 0 deci
a*log, x — xz* < 0. De aici, in baza relatiei (1), deducem ca ecuatia nu are
solutii = > 1.

Presupunem in continuare ca x € (0, 1]. Consideram functiile:

fif2, f3, £+ (0,1] = R, unde fi(z) = a”, fo(z) =log, z, fs(z) = 2 si
f="rf—fs

Conform lui (1) ecuatia devine f(z) = 0, z € (0,1]. Din 0 < a < 1
rezulta ca f1, fo sunt pozitive, strict descrescatoare si strict convexe, de
unde, conform punctului b), rezulta ca fi fo este strict convexa, (2).

Dar din punctual a) subpunctul ii) avem ca f3 este strict concava, deci
— f3 este strict convexa. De aici gi din (2) rezulta ca f este strict convexa ca
suma de functii strict convexe.

Din f(1) = —1 < 0 si tinand seama de punctul d) deducem ca ecuatia
f(xz) = 0 are cel mult o solutie pe (0,1]. Cum f(a) = 0, concluzia este ca
ecuatia admite numai solutia x = a € (0, 1].

Problema 2. Din conditii, avem z € [8, 4+00).

Cum 2'87 = z!82 ecuatia devine:

(z —8)%2 — 2182 _ 8=, (3)
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Consideram functiile:
fi:[8,4+00) = R, fi(z) =282, ¢ : [8,+00) = [0, +00), p(z) = x — 8,
1
g:[0,400) = R, g(z) =22 §i fo:[0,4+00) >R, unde fr=gop. (4)
Cum 0 < 1g2 < 1, conform punctului a) subpunctul ii) avem ca f; este
strict concava, deci — f1 este strict convexa, (5).
Din ) > 1 si din punctual a) subpunctul i) rezulta ca g este strict

g
convexa gi cum ¢ este afina, in baza lui (4) deducem ca functia fo este strict

convexa, (6).

Fie f : [8,400) — R, unde f = fo — fi — 8. Din (5) si (6) rezulta ca f
este strict convexa. De aici si din (3) rezulta ca ecuatia data este echivalenta
cu ecuatia f(x) = 0. Cum f(8) = —882 -8 < 0, tinénd seama de c) deducem
ca ecuatia f(x) = 0 are cel mult o solutie. Dar f(10) =0, 10 € [8, +00), deci
x = 10 este unica solutie a ecuatiei date.
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EXAMENE SI CONCURSURI
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Enunturi
Clasa a VII-a

1. Determinati numerele naturale r cu proprietatea ca exista numerele
naturale prime p si g astfel incat p® + pg + ¢° = r2.

Aurel Barsan, Bragsov

2. In patrulaterul convex ABCD avem ci m(<BCD) = m(3ADC) >

> 90°. Bisectoarele unghiurilor BAD gi ABC se intersecteaza in M. Demon-
strati ca daca M € CD, atunci M este mijlocul lui [CD].

Maria Mihet, Timigoara

3. Numerele x, y, z, t, a si b sunt naturale si nenule. Stiind ca xt—yz =1

si s % > % , demonstrati ca ab > (z + z) (y + t).
Y

Dan Nedeianu, Drobeta-Turnu Severin
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