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Abstract. We present some properties of absolute convergent integrals.
Our results extend an interesting contest problem of M. Piticari and S.
Radulescu.
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In lucrarea de fatd ne propunem sa discutdm un rezultat interesant da-
torat lui Mihai Piticari si Sorin Rdadulescu. Enuntul, formulat ca problema
de concurs (Problema 1/Cl. a XII-a, a 51-a Olimpiada Nationala de Ma-
tematica, Bragov, aprilie 2000), indica practic o metoda de calcul a valorii
unei integrale improprii convergente. Astfel, autorii evidentiaza urmatoarea
proprietate (a se vedea [1]):

Daca f : [1,00) — R este o functie continua, astfel incat exista si este
¢
x
finita limita im x f(x), atunci existd de asemenea limita finita lim / mdac,
T—00 t—00 T
1

iar pentru oricare a > 1, are loc egalitatea:

t a
lim /f(x)dx = lim t/f(:zt) dz.
t—o0 xT t—o0
1 1

Enuntul de mai sus poate fi reformulat in limbajul specific al integralelor
definite pe intervale necompacte. Prin definitie, convergenta unei integrale
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oo
improprii /g(m)d:z, unde ¢ : [1,00) — R este o functie integrabila pe toate

1
intervalele compacte incluse in [1, 00), inseamna existenta si finitudinea limi-
t

tei I = tlim / g(z)dx. Aceasta limita se va numi valoarea integralei impro-
—

o0
prii si se va nota [ / g(z)dx. Mentionam de asemenea ca, in acest caz,
1
o0 o0 u
lim [ g(z)dx =0, unde /g(x)dx = lim [ g(x)dz.
t—o0 U—00

t t t
Astfel, enuntul pe care il analizam indica o conditie suficientd de con-
o0

x
vergenta a integralei improprii / mda; si o metoda de calcul a acestei
T

1

tlLTot/f /f(x) “

unde a € (1,00) reprezintda o constanta arbitrara.

f(z)

Notand g(z) = —=, z > 1, putem rezuma acest enunt, la urméatoarea
T

integrale:

implicatie:
a

lim 2?%g(x GR:>/ d:z:—hrnt/ g(x')dz € R, Va > 1,

T—00
1

unde g : [1,00) — R este o functie continua.
Existenta limitei finite lim x?g(x) asigurd asadar convergenta inte-
Tr—00

o
gralei improprii / g(x)dzx. Vom remarca faptul ca marginirea functiei
ha @ [1,00) — R, hqo(x) = x%g(x), unde o > 1, reprezintd de asemenea
o
o conditie clasica suficienta pentru convergenta integralei / g(x)dx. Ast-

1
fel, fie &« > 1. Presupunem ca existda M > 0 astfel ca |ho(x)] < M,
oo

Vo > 1, sau |g(x)] < Mxz~®, Vo > 1. Dar /xa dz este convergenta, cu
1
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o] t o]

/x_a dz = lim [ z7%dz = . Atunci, integrala improprie / lg(x)|dz
t—o0 a—1

1 1 1

e.)
este convergenta, deci, conform criteriului de absolut convergenta, / g(z)dx

1
este convergenta. Pentru detalii se pot consulta, de exemplu, monografiile

clasice [2] (Cap. IV) si [3] (Cap. 11).
O intrebare fireasca este urmatoarea: raméane valabil rezultatul indicat
de problema de concurs mentionata, in cazul general al functiilor continue

o
f:[1,00) = R avand proprietatea ca integrala improprie / |f(x)/x|dx este
1

convergenta? Raspunsul la aceasta intrebare este afirmativ.
Precizam ca, In terminologia uzuald, o functie g se numeste absolut

oo
integrabila pe [1,00) daca / |g(x)| dz este convergenta.
1

Teorema 1. Fie g: [1,00) — R o functie continua, absolut integrabila
pe [1,00). Atunci, pentru oricare a > 1, are loc:
a o0

ltlim t/xtg(xt)da: = /g(y)dy.

—00
1 1

Demonstratie. Conform ipotezei, exista si este finita integrala impro-
prie:

o0 t
Ar:/Ig(y)ldyztlggo/!g(y)ldy-
1 1

Cum g este absolut integrabila pe [1,00), ea este integrabila pe [1, 00), deci
exista gi este finita integrala improprie:

) t
I:= /g(y)dy ZtQIgo/g(y)dy-
1 1
Fie a > 1.

a a

Dovedim tlim t/$tg(xt) dz = I. Notam F(t) = t/xtg(xt) dz, t > 0.
—00
1 1

[lt
Prin schimbarea de variabild y = x' obtinem F(t) = /yl/tg(y)dy, t > 0.

1
Pentru oricare b > 1 si oricare t > 0, cu a’ > b, avem:
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b o)
|[F(t) — I < t—1 t—1 dy| + (y)dy| <
1/ Y / y Y a[gy y
b at o)
< /Ig(y) (y% —1) dy+/\g(y)! (y% —1) dy+/\g(y)!dy- (1)
1 b at

o

€
Fie € > 0. Exista b > 1 astfel ca / lg(y)|dy < %0 Functia continua |g|
a

b
este marginita pe intervalul compact [0, b] (conform teoremei lui Weierstrass),
deci exista m > 0 astfel incat |g(y)| < m, Vy € [0,b]. Evident, tlim at =
—00
si lim (b% — 1) = 0. Atunci exista tg > 0 astfel incat a'® > b si bio —1 <

t—o00

< m Din relatia (1), obtinem:

at

\F(t) — I| < m(b—1) (b% - 1) +(a—1) / lg(t)]dt + / lg(t)|dt <
b

b
€ € €
<m(b— 15— (a1 + o =
mb -l oy Tl U ta =e
pentru oricare t > tg. Ca urmare, lim F(t) = I. O
t—o00

In problema sursa i in teorema anterioara, func‘gla exponentiala cu baza
supraunitard u(t) = a' joaca un rol particular. In fapt, abstractie facand de
o schimbare de variabila, se pune problema stabilirii unor conditii suficiente
pentru egalitatea:

o0 u(t)
/g )dz = lim /x”(t)g(x) dz, (2)
1

t—o0
1

unde g este functie continua gi absolut integrabila pe [1,00), iar w i v sunt
functii continue pe (0, 00). Astfel, putem formula alte doua extinderi naturale
ale problemei de concurs discutate.

Teorema 2. Fie functiile continue g : [1,00) = R, u : (0,00) — [1,00)
siv:(0,00) = (0,00), astfel ca lim u(t) = oo gi lim v(t) = 0.

t—o00 t—o00

1) Daca g este absolut integrabila pe [1,00) si u¥ este marginita, atunci
relatia (2) este satisfacuta.

2) Daca exista o > 1 astfel ca functia ho(x) = x%g(z), © > 1, sa
fie marginita, atunci g este absolut integrabila pe [1,00), iar relatia (2) este
satisfacuta.
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Demonstratie. 1) Conform ipotezei, exista K > 1 astfel ca u(t) vt) ¢

€ [1,K],Vt > 0. Fiee > 0. EXlstab>1astfelca/|g ) dz < — 2K De

asemenea, exista tg > 0 astfel incat:

€
b 1 < ; si u(t) > b, pentru oricare t > t.

[ ls(@)laz
1

Atunci, pentru oricare t > tgp, avem:

u(t) 0o

/x“(t)g(x) dx—/g(w) dz| <

1 1
b u(t) 00
< [ (=0 - 1)lg@ldo+ [ (20 -1)lg@)de+ [ lg(o)]do <
1 b u(t)

u(t)

b”(t) /!g )| dz + (K —1) /|g |da:+/g )| dz < e.

Astfel, relatia (2) este dovedita.

2) Fie o > 1 cu proprietatea din enunt. Existd M > 0 astfel incat
lg(z)] < Mz~ pentru oricare x € [1,00). Absolut integrabilitatea lui g a
fost discutata anterior. Deoarece tliglo v(t) = 0, putem alege t; > 0 astfel ca

v(t) < a— 1,V t>t;. Atunci, pentru ¢ > t;, avem:
u(t) u(t) u(t)

x"Wg(x)dr — (x)dz| < 2'® — 1) |g(a)|da <
[ o Osteraa= [oasi< [ (1)l

1

u(t)
<M / (m”(t) - 1) z Ydx =
1

_ v(t) [u(t)]} - [u(t)]P+1-a
_M{(a_1)(0‘—1—0(15))Jr a—1 a—l—v(t)}‘

Dar, in conformitate cu ipoteza:

: v(t) @]~ [u@)]* O]
hm{(a—l)( + }—O»

=500 a—1—uv(t)) a—1 a—1—uv(t)

deci:
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u(t) u(t)
limy— o0 /x”(t)g(x)daz— /g(m)dx =0.

1

=

Rezulta:
u(t) u(t) u(t)

lim /:c”(t)g(x)d:c: lim /x”(t)g(:c) dz — /g($) dz | +

t—o0 t—o0
1 1 1
u(t) o
li =
+ lim / g(x)dx /g(x) dz
1 1
Astfel, teorema este demonstrata. O
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UN CRITERIU DE IREDUCTIBILITATE LA
POLINOAME

RicA ZAMFIRY

Abstract. The note presents a criterion of irreducibility for polynomials
in Z[X].
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In [2] L. Panaitopol si D. Stefanescu au demonstrat urmatorul rezultat:

Teorema A. Fie f = ag + a1 X + ... + a, X" € Z[X] astfel incat
lag| > |ai| + |az| + ... + |an] .

Daca ag este numar prim sau \/|ao| — /|an| < 1, atunci f este ire-
ductibil in Z[X].

In cele ce urmeazd dorim si demonstram, utilizidnd o idee din demon-
stratia teoremei A, urméatoarea teorema:

Teorema 1. Fie ag,aq,...,a, numere naturale nenule astfel incat sirul
(ak)o<p<n SQ fie strict monoton.
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