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O INEGALITATE A LUI JACOB STEINER
DORIN MARGHIDANUY)

Abstract. In this note we emphasize the inequality e* > z°, (z > 0) and
the relations beetwen this and other inequalities.

Are shown eleven analytic proofs and three consequences.
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In aceasta lucrare ne propunem sa aprofundam pe cale analitica urma-
toarea inegalitate:
1. Lema (inegalitatea lui Steiner). Pentru orice x > 0, avem

e’ > af (1)

cu egalitate pentru x = e.
€

Demonstratie. Consideram functia f1 : (0,00) = R, fi(x) = ;% care
e

)
e—1_.x e, T e—1
) ,o o extTle” —x%e” 2% (e — 1)
are derivata fi(x) = 5 = :
e=r e
Se observa cu ugurinta ca xg = e este abscisa pentru punctul de maxim
absolut al functiei f; pe intervalul (0,00). Vom avea deci,

me
fi(z) < file) & = S1le e’ > a°.
2. Consecinta si o scurta notita istorica
Scriind inegalitatea (1) sub forma echivalenta:

ec > x5, Vze (0, 00), (1)

obtinem raspunsul la o veche problema pusa in Journal de Crelle, vol. XL , in
anul 1850 de catre marele matematician Jacob Steiner ([3], [13]), privitoare

la maximumul lui 2+ (sau a lui /x — in notatia de atunci...). Raspunsul la
problema lui Steiner, este acum imediat: anume maximumul cerut are loc —
conform (1) — atunci cand x = e.

Iatd si ideea din demonstratia originala din [13], (reluata si in [3] si
[5]) — idee centratd pe utilizarea inegalitatii foarte cunoscute, eV > 1 + y.
Intr-adevir luand Yy = % — 1, obtinem:

z_q z z e 1 1
ee T > —<&ee>rs el > & ee >xe,

RS
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3. Observatie. Datorita celor prezentate anterior si ca o recunoastere
postuma in descoperirea acestei mici bijuterii matematice — in onoarea ilus-
trului matematician elvetian — am numit inegalitatea din Lema (ca de altfel
si echivalenta ei din (1)), inegalitatea lui Steiner.

4. Observatie. In [15] este prezentatd o demonstratie firs derivate
a inegalitatii e®* > 1 + x, Vo € R, cu egalitate, daca si numai daca x = 0.
In monografia [16], pp. 208-212, Andrei Vernescu, pe langa inegalitatile (1),
(1') gi € > 1 4 x, considerate mai sus, mai demonstreaza si inegalitatile:

(i) e* > ex, pentru orice z real (cu egalitate < z = 1);
1

. 1)\e . i, . 1
(ii) ¥ > | — | , pentru orice x real pozitiv (cu egalitate < x = —).
e e

Este demonstrata si echivalenta tuturor acestor cinci inegalitati. Sunt
prezentate, de asemenea, si interpretarile grafice corespunzatoare, demon-
strandu-se ca toate inegalitatile respective au loc doar in baza e (pp. 212-
214), iar apoi este facut un studiu detaliat al inegalitatii a® > 1 + x, cand
baza a > 1 este mai mare, respectiv mai mica decat e. In sfarsit, in [11] este
stabilit ca graficele functiilor z — a” §i x — log, = (a > 1, > 0) sunt tan-

gente daca si numai daca a = e%, punctul de tangenta fiind cel de coordonate
o =€, Yo = €.

5. Demonstratii alternative pentru inegalitatea lui Steiner

Pe langa demonstratia deja prezentata, vom oferi gi alte demonstratii
pentru inegalitatea (1). Vor fi utilizate cunostinte simple privind monotonia
functiilor si natura extremelor unei functii.

Elementul comun al tuturor acestor demonstratii il constituie prelu-
crarea analitica a unor functii asociate — potrivit alese. Chiar si demonstratia
originala din [13], de mai sus, se poate aranja in urmatoarea prezentare care
face sa apara functii:

Demonstratia 2. Se considera functia fo : R — R, fo(z) = ¥ —x — 1,

x

pentru care x¢0 este minim absolut al functiei, deci fo (— — 1) < f2(0) —si
e

apoi ca mai sus.

Pe langa demonstratia din Lema, prezentam inca doua demonstratii in
care apar expresiile e” si x°.

Demonstratia 3 (vezi si [14]). Alegem de aceasta data functia:

e’ 1
3:0,00 —)R, 3 )= —\=—-—]).
s 0,00 2 B, file) = 5 (= 515
| o et l@ ) v
Acum, fie folosind expresia derivatei fi(x) = ———, fie faptul ca
f3 este ,rasturnata“ functiei f1, deducem ca xy = e este punct de minim

absolut al lui f3. Deci vom avea:
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T

e
fa(x) > fs(e) & s >1& e > ac.
Demonstratia 4. Fie functia fy : (0,00) = R, fa(x) = e*—z°. A demon-
stra ca fy(x) > 0, pentru orice z € (0,00), adica e* > z°, prin logaritmare,

revine la a demonstra — echivalent, ca x > eln .

Pentru aceasta consideram functia ¢ : (0,00) = R, p(x) =z —elnzx (v.
si [5]), pentru care avem

, e zT—e
=1-° .
¢ () =
Rezulta ca xg = e este punct de minim al functiei ¢, deci p(x) > p(e) =0,
pentru orice x € (0, 00).

In urmatorul ,,calup“ de trei demonstratii vom considera trei functii ce
contin expresiile e” si ex.
Demonstratia 5. Fie functia f5 : R — R, f5(x) = e* — ex, pentru care
avem fi(z) =e” —e.
Deci x = 1 este punct de minim al functiei f5. Avem atunci:
f5 (%) 2f5(1)(:>e§—x20(:>e% >x et > gt

Demonstratia 6. Luam acum functia fg : (0,00) — R,

e” ex—l
x)=— = .
folz) = — = —
e Mo —1
Cum avem, f§(x) -
pentru fg.

Vom avea deci:

, rezulta ca xg = 1 este punct de minim

x ee z
f6<g)2f6(1)<:> 7 > 1leee >xee >t
e.i
e

Demonstratia 7. S& consideram functia ,rasturnata® celei din demon-
. . ex x
stratia anterioara, f7 : (0,00) = R, f7(z) = —

T Avem:
e* et~

e N1 -z —x
iy = 0T

e2(z—1) — ez—1’
de unde deducem ca zg = 1 este punct de maxim pentru functia f;. Ca
urmare, vom avea:
x
- e- =
fz (g) < fr(l) & —= <

z e T
= ler<ee &z <e'.
Ce

Urmatoarele trei demonstratii utilizeaza functii ce contin expresiile x si
Inz.
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Demonstratia 8. Alegand functia fg : (0,00) — R, fs(z) = =z — Inx,
avem:

r—1

fy(x) =
Rezulta ca xg = 1 este punct de minim al functiei. In consecinta avem:

fg(f) ng(l)@g—lnzZlﬁz—lnx+12léxzelnxﬁ)engve.
e e e e

A se compara functia fg, cu functia ¢ din Demonstratia 4 .

Demonstratia 9. Cu functia fo : (0,00) — R, fo(z) = zlnz, avem

fo(z) = Inz + 1. Punctul zy = — este deci punct de minim . In particular,
e

1
pentru — > 0, avem :
x

1 1 1 1 1 1 1

fo <> > fo <> S n=>—- o ——hr>t—— celnr <z ez <ev.
x e T T e T e
Demonstratia 10. Luam, de aceasta data, functia fip : (0,00) — R,

Inx
fio(x) = ——, pentru care avem
x

1—Inzx

fio(iz) =

Punctul zg = e este punct de maxim al functiei. Prin urmare, vom avea:

22

Inz 1
fio(x) < fiole) & — < -z >elnx < e” > 2°.
x e
Prezentam, in final, o demonstratie in care se foloseste o functie expo-
nentiala.
1
Demonstratia 11. Consideram functia fi1 : (0,00) = R, fi1(x) = x%.
Pentru aceasta avem: X
1o
fii(z) = z=7*(1 = Ina),
de unde se observa ca xg = e este punct de maxim al functiei.
Vom avea deci:

fn(e) > fn(.T) = 6é > l‘i S e > aC.

La acelagi rezultat — privind monotonia functiei alese — se ajunge daca

1
observam ca In fi;(x) = - f1o(x).

O alta consecinta a inegalitatii lui Steiner este cea privitoare la com-
pararea a doua exponentiale in care intervin doua dintre constantele cele mai
utilizate din matematica — e si .

6. Propozitie (inegalitatea lui Euler). Are loc inegalitatea:
e’ > mt. (2)

Demonstratia rezulta imediat din (1), luand x = 7.
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Mai multe demonstratii ale inegalitatii (2) se pot consulta in [4], [10],
[11], sau se obtin prin inlocuirea in oricare din demonstratiile de mai sus a
lui z prin 7.

In monografia [16], pp. 252-253, se demonstreaza ca:

l<a<b<e = a’<b®
e<a>pfB = o >p°,

adica, dacd a si b (sau « $i ) nu sunt separate de numarul e, atunci, dintre
expresiile a® si b® (respectiv o si %) este mai mare cea care are la baza
numdarul mai apropiat de e.

Deci cu a = e si 8 = 7, se regaseste ca " > w°.

7. Observatii

1) Valorile numerice pentru cele doua puteri — confirma inegalitatea
demonstrata mai sus, anume e™ = 23,14069263..., ¢ = 22,45915772...
(v. [6], [7).

2) Cele doua numere €™ si 7°¢ sunt foarte interesante — si in sine —
suscitand inca atentia si studiul matematicienilor. Pentru e™, matematicianul
Alexandr Gelfond a demonstrat in 1934 ca este numar transcendent. Despre
numarul 7° nu se cunoaste Inca, nici daca este numar algebric sau numar
transcendent, nici macar daca este numar rational sau irational ([6], [7]).

O a treia consecinta importanta a inegalitatii (1) o constituie demon-
strarea faimoasei inegalitati dintre mediile aritmetica , geometrica si ar-
monica. Vom oferi o demonstratie pentru aceasta inegalitate in forma sa
ponderata.

Pentru aceasta, reamintim ca, fiind date numerele reale strict pozitive

n
1,%2,...,Ty sl numerele numite ponderi p1,pa,...,pn > 0, cu Zpk =1,
k=1
sunt cunoscute urmatoarele medii clasice ponderate:
n
An [.CL‘] = Zpk.%'k (3)
k=1
(media aritmetica ponderata a numerelor z1, z2, ..., x,),
n
Gplx] = H b (4)
k=1
(media geometrica ponderata a numerelor 1, z2, ..., Ty),
1
Hy|[x] (5)

=
>

X

=1 "k

(media armonica ponderata a numerelor x1,xa, ..., Ty).
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1 y . :
Pentru p; = ps = ... = p, = —, se regasesc mediile clasice.
n

8. Propozitie (inegalitatea mediilor ponderate). Pentru nume-
rele reale pozitive x1,xs,...,x, $t ponderile p1,pa,...,pn >0, cu

n
Zpk =1,
k=1

au loc inegalitatile:

Aplx] > Gplr] > Hy 7],

(6)
cu egalitate dacd x1 = x9 = ... = Xy.

x1e
Demonstratie. Folosind relatia (1) cu substitutia x — !

Gl obtinem
eoitn > (e )
~\Gulz]/)

cu egalitate daca si numai daca

xrie N N
Gl e & x1 = Gylz].

Prin ridicare la puterea p; in inegalitatea anterioara, obtinem :

p1 e
pizie T1€
Gnlx] .
¢ N <Gn[35]> (1)

pawge Toe p2¢
¢ (GM) ’ (72)

\

Analog avem:

s o (Ene )™ 7

Prin inmultirea relatiilor (71) — (7,), obtinem :

n
eﬁm~k§11)kmk xﬁ)lepl ' w1232ep2 . zPlepn e -
“\Ge] GRle] T GRTa]
“ P2 Py | oP1+P2+--4pn \ €

@eeénlgf]] - (x]'xs® .. ap) - ePrTP2 p N
- G%l +p2+...+pn [x]

eAn [z] G e\ 0Ap[z]

& e Gnlel > <”Me> & eGnll]l >e® & A, [x] > Gplx].

Gnlz]

Egalitatea se obtine daca si numai daca 1 = z2 = ... =z, (= Gyp[z])

Daca in inegalitatea A,[r|Gp[z] se inlocuieste z cu —, se obtine si
cealalta inegalitatea din (6), G [x] > Hy[z].
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9. Corolar (inegalitatea mediilor).

Pentru numerele reale pozitive x1, s, ..., T, are loc dubla inegalitate:
1 taeot+...tx n
! 2 B> or oz ... Ty > . (8)
n 1 1 1
—+ — 4.+ —
I i) Ip
cu egalitate daca x1 = x2 = ... = x,.

Demonstratia rezulta din Propozitia 8 prin particularizarea p; = ps =

=Py = —.
n
Alte demonstratii pentru inegalitatea mediilor se pot consulta in [1],
[2], (8], [9], [12].

BIBLIOGRAFIE

[1] E. F. Beckenbach & R. Bellman, Inequalities, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg-New-York, 1961.

[2] P. S. Bullen & D. S. Mitrinovi¢ & P. M. Vasié¢, Means and Their In-
equalities, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht /Boston, 1988.

[3] D. Heinrich, 100 Great Problems of Elementary Mathematics, Dover
Publ. Inc., New York, 1965, p. 359. ( Originally published in German
under the title Triumph der Mathematik, (© 1958 by Physica-Verlag,
Wiirzburg.)

[4] 1. D. Hill, Which is bigger — e™ or w°, The Mathematical Gazette, Vol.
70, No. 452, Jun. 1986 .

[5] E. Just, N. Schaumberger, Two More Proofs of a Familiar Inequaliy,
The Two-Year College Mathematics Journal, Vol. 6 , No. 2 ( May, 1975
).

[6] Francois Le Lionnais (avec la collaboration de Jean Brette), Les nombres
remarquables, Hermann, Paris, 1983.

[7] Eli Maor, e: the story of a number, Princeton University Press, Prince-
ton, New Jersey, 1994 (traducerea romaneasca: e: Povestea unui numdr,
Fundatia Theta, Bucuresti, 2006).

[8] D. Marghidanu, M. Bencze, New Proofs for AM - GM and Pondered A M-
GM Inequalities, in ,,OCTOGON Mathematical Magazine“, pp. 233-235,
Vol. 12, nr. 1, April, 2004.

[9] D. Marghidanu, Doud demonstratii scurte pentru inegalitatea mediilor,
in ,,Creatii matematice*, seria B, Anul II, pp. 20-21, nr. 2, 2007.

[10] D. Marghidanu, Sapte demonstratii pentru inegalitatea €™ > ¢, revista
MINUS, no. 3, pp. 21-23, 2009.

[11] C. P. Niculescu, A. Vernescu, Asupra pozitiei reciproce a graficelor
exponentialei gi logaritmului, G. M. Seria A, 24 (2006), nr. 2,
pp- 169-176.

[12] 1. Niven, Which is Larger, €™ or w°, The Two-Year College Mathematics
Journal, Vol. 3, No. 2 ( Autumn, 1972).



68 ARTICOLE §1 NOTE MATEMATICE

[13] N. Schaumberger, The AM - GM Inequality via m%, The College Mathe-
matics Journal, Vol. 20, No. 4 (Sept., 1989).

[14] J. Steiner, Uber das grésste Product der Theile oder Summanden jeder
Zahl, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, vierzigster
Band, p. 208, Berlin, 1850, on line: http://gdz.sub.uni-goettingen.
de/no_cache/en/dms/load/img/?IDDOC=268076 sau in , Gesammelte
Werke*, Vol 11, p. 423.

[15] A. Vernescu, A. Radulescu-Banu, Asupra sirului lui Traian Lalescu,
G. M., 94 (1989), nr.2, pp. 53-54.

[16] A. Vernescu, Numarul e i matematica exponentialei, Editura Univer-
sitatii din Bucuresti, Bucuresti, 2004.

O CLASA DE PATRULATERE CONVEXE
IoN SAarTAl)

Abstract. This article is dedicated to the convex quadrilaterals whose
perimeters are equal to the sum of the circumradii of the four triangles
determined by their inner diagonals.

Keywords: quadrilateral, diagonal, circumradius.
MSC : 51MO04.

Fie ABCD un patrulater convex care are perimetrul egal cu suma
razelor cercurilor circumscrise triunghiurilor cu interioarele disjuncte deter-
minate de diagonale cu laturile patrulaterului.

Fie Cl (01, Rl), 02 (02, Rz), 03 (03, Rg), 04 (04, R4) cercurile circum-
scrise ANAQB, ABQC, ACQD, NAQD, punctul @ fiind intersectia diago-

nalelor patrulaterului.

1)Profesor, Scoala nr. 10 ,Marin Preda*“, Pitesti



