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EXAMENE SI CONCURSURI

A 27-A OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA
Chisinau, Republica Moldova, 2 - 8 mai 2010
prezentare de BoGbAN ENEscu Y si MiHAIL BALUNX 2)

A 27-a Olimpiada Balcanica de Matematica s-a defagurat cu partici-
parea a 19 echipe: 10 din tarile membre (Albania, Bulgaria, Cipru, Grecia,
FYR Macedonia, Moldova, Muntenegru, Romania, Serbia and Turcia) si 9
echipe cu statut de invitat (Arabia Saudita, Azerbaijan, Franta, Italia, Ka-
zakhstan, Marea Britanie, Moldova 2, Tadjikistan si Turkmenistan).

Echipa Romaniei a fost alcatuita din: Tudor Padurariu (C.N. ,Grigore
Moisil”, Onesti), Filip Chindea (I.C.H.B.), Radu Bumbdcea (C.N. ,Tudor
Vianu”, Bucuresti), Omer Cerrahoglu (C.N. ,Vasile Lucaciu”, Baia Mare),
Octav Dragoi (1.C.H.B.) si Stefan Ivanovici (I.C.H.B.) si condusa de autorii
acestei prezentari.

Toti elevii romani au luat medalii: Radu Bumbdcea si Octav Dragoi —
aur (o a treia medalie de aur a fost ratata de putin), iar ceilalti — argint. In
clasamentul neoficial pe natiuni, Roméania s-a plasat pe primul loc.

Tata gi problemele din concurs, pentru a caror rezolvare concurentii au
avut la dispozitie 41/ ore.

1. Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive. Sa se arate ca:
a’b(b—c) b’c(c—a) cala—0) >0
a+b b+c c+a

Arabia Saudita

2. Fie ABC' un triunghi ascutitunghic cu ortocentrul H si M mijlocul
laturii AC. Fie C; proiectia lui C' pe AB §i H; simetricul lui H fata de
dreapta AB. Fie P,Q si R proiectiile punctului Cy pe dreptele AHy, AC
si, respectiv, BC. Fie M un punct astfel incat centrul cercului circumscris
triunghiului PQR este mijlocul segmentului [M M;].

Sa se arate ca M) apartine segmentului [BH,].

Serbia

3. Printr-o banda de latime £ se intelege multimea punctelor din plan
situate Intre sau pe doua drepte paralele, aflate la distanta ¢ una de alta.
Se considera o multime finita S de n (n > 3) puncte distincte in plan, cu
proprietatea ca oricare 3 puncte din S pot fi acoperite cu o banda de latime
1. Sa se arate ca multimea S poate fi acoperita cu o banda de latime 2.
Romania — Vasile Pop

1>Profesor, Colegiul National ,B.P. Hagdeu”, Buzau
2>P1rofesor, Colegiul National ,Mihai Viteazul”, Bucuresti
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4. Pentru fiecare numar intreg n > 2 notam cu f (n) suma numerelor
intregi pozitive mai mici sau egale cu n i care nu sunt relativ prime cu n.

Sa se arate ca f(n + p) # f(n), pentru orice numar intreg n si orice
numar prim p.

Turcia

Prezentam in continuare cateva rezolvari posibile ale problemelor din
concurs, bazate, in mare parte, pe solutiile propuse de elevii nogtri.

1. Concurentii romani 7. Padurariu, F. Chindea, R. Bumbacea si St.
ITvanovici au prezentat o solutie bazata pe un calcul direct. Eliminand nu-
mitorii i reducand termenii asemenea, inegalitatea este echivalenta cu:

a3b + b3 + 3a® > a®bed + bPea® + Fabd. (1)
Pentru a justifica (1), folosim inegalitatea mediilor. Astfel, avem:
b3 + 63 + b3 > 3ab>2.
Sumand celelalte doua inegalitdti analoage, obtinem concluzia dorita.
O. Dragoi si O. Cerrahoglu au folosit inegalitatea rearanjamentelor, in

diverse forme. Din start, putem presupune ca a > b > ¢ sau a > ¢ > b. De
exemplu, Omer a scris inegalitatea sub forma echivalenta:

ab n be n ca _ _a n b n c
cla+b) alb+c) blat+c) a+b b+c c+a

1 1 1
i a folosit tripletele la fel ordonate (ab, ac, b
si a folosit tripletele la fel ordonate (ab, ac, be), <c(a+b)’a(b+c)’b(a+6)>
1 1 1
in cazul in care a > b > ¢, si tripletele (ac, ab, be), (b( o) c(ath) albt )>
a+c)’ cla a(b+c

In cazul a > ¢ > b.
Iata si solutia oficiald a juriului: impartind prin abc, inegalitatea devine
alb—c) b(c—a) c(a—0b)
cla+b) a(b+c) blct+a)
Adunand cate o unitate la fiecare fractie, obtinem:
b(c+a) cla+b) alb+c)
cla+b) a+c) bc+a)

care rezulta imediat din inegalitatea mediilor:

b(c+a) c(a+D) a(b+c)>3§/b(c+a) cla+b) a+c)

cla+b) a(b+c) b(c+a)~ c(a+b)‘a(b—|—c).b(c+a):3'

>3

)

2. R. Bumbacea incepe prin a considera urmatorul fapt.

Lema 1. Daca punctele D, E sunt situate in interiorul unui triunghi
ABC si sunt conjugate izogonal in raport cu acesta (adica SDAB = <EAC
si XDBA = < EBC - situatie in care are loc gi relatia X DCA = <ECB), iar
punctul D se proiecteaza pe laturile triunghiului ABC in D1, Do, D3, atunci
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centrul cercului circumscris triunghiului D1 DoDs este mijlocul segmentului
[DE].

Pentru a demonstra aceasta afirmatie,
fie D}, D5, DY simetricele lui D fata de laturile
triunghiului. Obtinem CD} = CD = CD),
iar ¥ECD| = ¥ECB + <BCD| = 4ACD +
+4BCD = JACB si analog <ECD, =
= 4 ACB, de unde AECD| = AECD), deci
ED) = ED). In mod similar obtinem ED} =
= EDj, ceea ce aratd ca E este centrul cer-
cului circumscris triunghiului D} D} Df. Con-
siderand acum omotetia de centru D si raport

1
3 cercul (D}, D}, DY), cu centrul E, se transforma in cercul (D, D2, D3), cu

centrul in mijlocul segmentului [DE].

Revenind acum la rezolvarea problemei, fie T intersectia dreptei AH; cu
BC si O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Observam ca putem
aplica lema de mai sus punctelor C] si O, conjugate izogonal in raport cu
triunghiul ACT": daca, de exemplu, B > < C, atunci <TCC] = 90°—< B =
= JACO si STAC, = <HAC] = 90° — B = <CAO. Astfel, centrul
cercului circumscris triunghiului PQR este mijlocul O; al segmentului OC.

Aceasta arata ca in patru-
laterul OM C7 M, diagonalele se
injumatatesc, deci el este para-
lelogram. Astfel C1M; || OM

1
§i ClMl = O0M = §BH, deci
C1 M este linie mijlocie In tri-
unghiul BH H1, ceea ce arata ca

M se afla pe BH; (este chiar
mijlocul acestui segment).

O. Drigoi si O. Cerrahoglu observa pe alta cale ca O este centrul cercu-
lui circumscris triunghiului PQR. Intr-adevar, daca U este mijlocul segmen-
tului [AC}], atunci UO; este mediatoarea segmentului [PQ)], deoarece, pe de

1
oparte, UP = iACl = UQ, iar pe de alta parte UO; || AO si, folosind patru-
laterul inscriptibil APC4Q si ipoteza, obtinem relatiile X AQP = < AC P =
1
=90° — < PAC; =90° — <HAC, = 4ABC = §<IAOC’ =90° — <OAC, de
unde deducem AO L PQ.
De asemenea, daca V este mijlocul segmentului [CC}], atunci VO; este

1
mediatoarea segmentului [QR], deoarece VR = §CC’1 =VQ, V0, || COsi
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COLQR (folosind patrulaterul inscriptibil ABRQ si ipoteza obtinem relatiile
JCQR = 4ABC = %<IAOC =90° — <ACO).

Rezolvarea se termina acum observand ca BC AH; este patrulater cu
diagonalele perpendiculare, inscris intr-un cerc cu centrul O, si folosind ur-
matorul rezultat:

Lema 2. Daca ABCD este un patrulater inscriptibil, cu diagonalele
perpendiculare in E, itnscris intr-un cerc de centru O, atunci simetricul mijlo-
cului M al laturii [AB] fata de mijlocul O1 al segmentului [OE] este mijlocul
N al laturii [CD].

Demonstratia acestei leme rezultd considerand mijloacele O, 0" ale

1
coardelor [AC| si [BD] si observand ca MO’ || BC | NO", MO' = §BC =

= NO". Astfel, MO'NO" este paralelogram, deci [MN] si [0'O"] se inju-
matatesc.
Apoi, OO'EQ" este dreptunghi, deci si
[OFE] si [0’0"] se injumatatesc, ceea ce arata ca A
mijloacele segmentelor [M N] si OF coincid.
Observatie. Alte proprietati ale confi-
guratiei din problema decurg din rezolvarea care
urmeaza. O R

St. Tvanovici observa ca, daca C1.S1BH;, B 5 0"
S € BH;, atunci, folosind patrulatere inscrip- X 1 D
C

tibile, avem:
JIC1PS =<xCi1H1S, <C1PQ = <C1AQ,
JC1RQ = 3C1CQ, <C1RS=<C1BS,
deci:

JC1PS + <C1PQ + <C1RQ + 4C RS = 180°,
ceea ce aratd ca patrulaterul PQRS este inscriptibil. Apoi:
IMCC=axMCCy = xXABH, = <SC Hq,
deci punctele M, C1, S sunt coliniare. In sfarsit:
JAMCy, = 180° — 24 M ACY = 180° — 2 QPC4
si:
IQPCy =< CAC, = xBHC; =4SPy,

deci SAMC, = 180° — <QPS, adica M se afla pe cercul (P,Q, R). Notand
acum N a doua intersectie a cercului P,Q, R cu BHy, din <MSN = 90°
rezultd ca [M N] este diametru, deci N = M;.

3. Atat in solutia oficiala, cat si In solutiile gasite de concurentii romani,
rezolvarea a folosit urmatorul rezultat:

Lema. Un triunghi poate fi acoperit cu o banda de latime 1 dacd si
numai daca macar una dintre inalfimile triunghiului are lungimea cel mult 1.
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Demonstratie. Una dintre implicatii fiind evidenta, vom considera un
triunghi ABC acoperit de o banda de latime 1. Ducand prin punctele A, B, C
perpendiculare pe dreptele care definesc banda, avem doua situatii:

e una dintre perpendiculare intersecteaza o latura a triunghiului ABC
in interior (figura 1)

e 0 latura a triunghiului ABC contine una dintre perpendiculare (figura
2)

Figura 1 Figura 2

In ambele situatii se observd ¢& una dintre in&l{imi (in figura, AE) are
lungimea cel mult 1.

Continuarea solutiei se face fie considerand punctele A, B aflate la dis-
tantd maxima, fie alegand punctele A, B, C' astfel incat aria triunghiului ABC
sa fie maxima.

In primul caz, pentru orice alt punct C' din multime, distanta de la C'
la AB este cel mult 1 (daca ABC este triunghi nedegenerat, atunci aceasta
este cea mai mica Inaltime a triunghiului) deci multimea de puncte poate fi
acoperita de o banda de latime 2, determinata de doua drepte paralele cu
AB, situate la distanta 1 de aceasta.

In al doilea caz, nu este greu de aratat ca toate punctele multimii sunt
incluse in triunghiul A’B’C’, determinat de paralelele duse prin A, B,C' la
laturile opuse (de altfel, o problema clasica). Cum una din inaltimile lui
ABC este cel mult 1, una din inaltimile lui A’B’C” este cel mult 2, si solutia
se termina ca in primul caz.

Observatii

a) O solutie care nu foloseste lema se poate obtine considerand tri-
unghiul de arie maxima ABC si triunghiul A’B’C’ ca mai sus. Dreptele AA’,
BB’, CC’ sunt concurente in G, centrul comun de greutate al celor doua
triunghiuri, iar omotetia de centru G si ratie —2 duce ABC in A'B'C’ si
banda de latime 1 care acopera ABC intr-o banda de latime 2 care acopera
A'B'C’, agadar intreaga multime de puncte.

b) Se pare ca rezultatul poate fi imbunatatit, in sensul ca putem inlocui

constanta 2 cu 2cos & o~ 1.618... (multumiri lui Ciprian Pop si lui Dan

Ismailescu pentru sugestii). Pentru moment, autorii acestui articol nu cunosc
o demonstratie a acestui fapt si nici un contraexemplu.
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4. Toti elevii romani au ,,pornit” rezolvarea acestei probleme, dar ea
nu a fost rezolvata complet de niciunul dintre partipantii la competitie.

Solutia incepe cu observatia ca, daca 1 < x < n si (z,n) = 1, atunci
(n—z,n) =1, deci, dacda A ={z e N| (z,n) =1,z <n}:

fn)=(1+2+...+n) =Y, cqr= ”(”2“)—; (Z:ﬂ—{—Zn—aj) —
veA  x€A
=D 2 0 cand(4)) = 2n 1 o),
unde ¢ este indicatorul lui Fuler, deci f(n + p) = f(n) este echivalent cu:
(n+p)(n+p+1—pn+p))=n(n+1-e). (1)

Apoi, dacd p [ n, atunci (n+p,n) = 1si (1) implica n+p | n+1—p(n),
ceea ce contrazice faptul ca 1 < n+1— ¢(n) < n. Astfel n = pm, m € N*
si (1) devine, dupa calcule:

(m+1)(mp+p+1—e(mp+p)) =m(mp+1—pmp)). (2)
Cum (m,m+1) = 1, exista a € Z astfel incat mp+1—¢(pm) = a(m+1)
simp+p+1—p(p(m+1))=am. Din p—1| ¢(pz), Ve € N, prin scaderea
celor doua relatii si considerarea resturilor modulo p — 1 rezultda a = —1. Pe
de alta parte, din 1 < mp + 1 — p(pm) < mp reiese 1 < a < p — 1, deci
a = p — 2. Obtinem:
2m — p(pm) = p — 3, (3)
2m+p+1—p(p(m+1)) =0. (4)
Pasul urmator este sa aratam ca (p,m) = 1si (p,m+ 1) = 1. Astfel,
pentru m = p%s, (s,p) = 1, relatia (3) conduce la p®(2s—(p—1)p(s)) = p—3,
iar daca a > 1, atunci p | 3, deci p = 3 si 2p*(s — ¢(s)) = 0, de unde s = 1,
m = 3%, iar (4) ar implica 3" +2 = ¢(3*+1), imposibil. Apoi, dacap | m+1,
atunci, din (4), p | 1, contradictie.
Astfel, p(pm) = (p — 1)p(m) si p(p(m + 1)) = (p — 1)p(m + 1), iar (3)
si (4) devin:

~2(m+1)
p(m) = o1 L, (5)
plm+1) = Wle. (6)

Ultimul pas consta in dovedirea faptului ca sistemul (5) si (6) nu are
solutii. )
Observam in primul rand ca din ¢(m + 1) < m + 1 rezulta p > 5. In

plus, daca p = 5 atunci obtinem succesiv p(m) = i(m — 1), m este impar,

1
pem+1) < i(m + 1), ceea ce contrazice (6), deci p > 7. De asemenea,

1
m+1>—-(p—1)(e(m)+1)>9 (cazul p(m) =1 este imposibil).

N |
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Observam apoi ca ¢(m + 1) — ¢(m) = 2, deci nu este posibil ca 4 sa
divida atat o(m + 1), cat si p(m).

In cazul 4 [ ©(m), m are cel mult un factor prim impar, deci m = 2%¢",
cu u,v € N, ¢ prim impar si nu este posibil ca v = 0 (ar rezulta u > 3), deci
u < 1. Astfel, deoarece p > 7, reiese contradictia:

m+1 2(m+1) 41 1 m
A kS A =(g-Dg" > (1-=)m>—.
T p(m) =(¢—=1)q¢"" 2 35 )"z

In cazul 4 f p(m+1), m+ 1 are cel mult un factor prim impar, deci

m+1=2%", cuu,v € N, ¢ prim impar si nu este posibil ca v = 0 (ar rezulta
u > 3), deci u < 1. Astfel, ca mai sus:

2(m+1) m+1
—+1= 1) > .
2 1= pm e+ 1) 2 7

Acum, daca p > 7, atunci p > 11 si din (7) rezulta m < 7, contradictie.

A 1
In sfargit, daca p = 7, atunci, deoarece i(p — 1) divide m + 1, rezulta
1
g = 3. Astfel, daca m+1 =2-3", atunci p(m+1) = g(m—k 1) — contradictie

2
cu (6), iar daca m + 1 = 3Y, atunci din p(m+ 1) = g(m +1) si (6) deducem
m + 1 = 3 — contradictie.



