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EXAMENE SI CONCURSURI

A IV-A EDITIE A CONCURSULUI FACULTATII DE
MATEMATICA ST INFORMATICA A UNIVERSITATII
,OVIDIUS“ DIN CONSTANTA

prezentare de LAURENTIU HOMENTCOVSHI Y §i DIANA SavIND

Cea de a patra editie a concursului de matematica initiat de Facul-
tatea de Matematica gi Informatica a Universitatii Ovidius din Constanta
in colaborare cu Inspectoratul Scolar Judetean s-a desfigurat in zilele de 28
februarie si 1 martie 2008. Au fost invitati sa participe elevi ai claselor a XI-a
si a XII-a cu rezultate bune la olimpiada locala de matematica din judetul
Constanta, Impreuna cu studentii cu rezultate bune la examene din anii I
si II ai facultatii. In prima zi a avut loc proba de concurs, iar in cea de a
doua prezentarea rezolvarilor problemelor insotite de comentarii asupra unor
solutii diferite de cele ale autorilor, precum si anuntarea rezultatelor i pre-
mierea. In urma selectiei efectuate de catre Inspectoratul Scolar Judetean, au
fost invitati sa participe un numar de 51 de elevi, dintre care 25 la clasa a XI-a
si 26 la clasa a XII-a. Lor li s-au alaturat studentii Facultatii de Matematica.
In continuare prezentam problemele propuse spre rezolvare elevilor, impreuna
cu solutiile lor. Multumim domnului profesor Nelu Chichirim de la Colegiul
National ,,Mircea cel Batran“ pentru sprijinul dat la selectia problemelor de
concurs.

Enunturi
Clasa a XI-a

1. Fie sirul (z5,)n>1 de numere reale nenule, cu proprietatea ca:

|xk ’ $s|
|Tht1 - s — Tsq1 - 2p| < W7Vk73 € N* k # s.
Sa se arate ca (zy)n>1 este progresie geometrica.
Nelu Chichirim, Constanta
2. Fie A o matrice de ordin n cu elemente reale, avand proprietatea ca

A2007+A2008 +A2009 — On-

Notam B = A%2 + A + I,,. S& se demonstreze ci matricea I,, — AB este
inversabila.
Gazeta Matematica,

DFacultatea de Matematici si Informatica, Universitatea Ovidius din Constanta
DFacultatea de Matematici si Informatica, Universitatea Ovidius din Constanta



CONCURSUL FACULTATII DE MATEMATICA §I INFORMATICA, CONSTANTA, 2009 19

3. Fie f:(0,00) — R strict monotona gi g : (0,00) — (0, 00) continua,
astfel incat

lg(z)f(x) — g(w) fW]lg)f(x) — g(x)f(y)] <0,

pentru orice x,y€(0,00). Sa se arate ca f este continua pe (0, 00).
Gheorghe Andrei, Constanta
4. Fie A € M3(C) si m,n € N* numere prime intre ele, de paritati
diferite, astfel Incat

det(Am + IQ) = det(Am — IQ)

si
det(A" + 12) = det(A” — 12)
Si se arate ca A% = O,.
Nelu Chichirim, Constanta

Clasa a XII-a

1. a) Fie (G, o) un grup finit de ordin impar si a, b, ¢ € G cu proprietatea
caaob=csicob=a. Demonstrati ca a = c.
b) Gasiti 3 elemente a,b, ¢ din (Z4,+) pentru care a+b=c,c+b=a
sia# c.
Prelucrare, Gazeta Matematica
2. Vom spune ca functia f : R — R are proprietatea (P) daca este

V2
continua si f(z) = é / f()dt, Vax#0.
0

a) Determinati functiile polinomiale care au proprietatea (P).
b) Daca f are proprietatea (P), demonstrati ca f este de doua ori deri-
vabila pe R*, f” este continua pe R* i f(0) = 0.
c¢) Determinati toate functiile f cu proprietatea (P) pentru care exista
si sunt finite limitele: lim f”(x), lim f"(x).
T—00 r——00
Nelu Chichirim, Constanta
3. Pentru un inel A notam Z(A) = {z € A:zy=yz,Vy € A} si
I(A)={z € A:a? =z}.
a) Notam G = Z(A) N G(A). Pe G definim legea = xy = x + y — 2xy,
Vz,y € G.
Demonstrati ca (G, x) este grup abelian.
b) Aratati ca daca Z(A) N G(A) este o multime finita, atunci numarul
elementelor acestei multimi este de forma 2%, k € N.
Marcel Tena , Bucuresti, Gazeta Matematica
4. Fie f: (0,00) — R continud, cu proprietatea ca exista:

lim f(z) =0
T—00
si exista si este finita:
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lim z f(z).

z\,0
Definim girul
n

anzl/f(:v)dx, Vn e N*.

n

S=

Demonstrati ca (a,)n>1 este convergent la 0.
Nelu Chichirim, Constanta

Solutii
Clasa a XI-a
1. a) Din ipoteza avem:
T4l Ts — Ts1 * Tk < 1 VE £ s
Ty - T |k — s
deci:
Thyl  Tstl < 1 k4 s,
Tk T |k — s
Fie y, = mn—H, Vn > 1. Obtinem:
n
eyl < ——, Vk#
— - s,
yk yS — ’k _ S|’
de unde: )
-y < ——, VE>2
Yk yl’_|l<:—1|’ >

Rezulta ca:
lim y, = 1.
k—o0

Pentru s fixat, obtinem la fel:
lim yi = ys.
k—o0

Rezulta ys = y1, Vs € N*, deci (x,,)n>1 este progresie geometrica.
2. Cum B? = A2 + A+ I, rezultd, AB = BA.

Deoarece:
A2007 | 42008 4 42009 _ ()
vom avea:
AP . B =0,
Rezulta:

(AB)2007 — A2007 . 32007 _ A2007 .B. B2006 — On

Obtinem:
I — (AB)*™" =1,
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deci
(I, — AB) (I, + AB + -+ + (AB)*) = I,,.

Rezula ca I,, — AB este inversabila.

3. Deoarece f este strict monotona, rezulta ca f admite limite laterale
finite in orice z¢ € (0, 00).

Fie y = x¢. Obtinem:

[f(x)g(x) — f(x0)g(x0)][g(x0) f(2) — g(z)f(20)] <0,Vz € R.

Trecand la limita cand x — xg, * < xg, rezulta:
9°(x0)[f (w0 = 0) = f(0)]* <0 = f(xo — 0) = f(xo).

Analog, vom avea f(xzg+ 0) = f(x¢). Deci f este continua in zp. Cum
x( este arbitrar, rezulta ca f este continud pe (0, c0).

4. Sa observam ca, daca X € Ms(C), cu proprietatea ca det(X + I3) =
= det(X — I3), rezulta ca Tr(X) = 0. Tindnd cont de aceasta observatie
si de ipoteza problemei, rezulta ca Tr(A™) = 0 si Tr(A™) = 0. Din relatia
Hamilton-Cayley obtinem A?™ = —d™ - I si A>® = —d"- I3, unde d = det A.

Fara a micsora generalitatea, presupunem m par si n impar.

Vom arata ca d = 0.

Presupunem d # 0. Rezulta ca A este inversabila.

Cum (m,n) =1, rezulta ca exista k, s € Z astfel incat mk + ns = 1.

Obtinem:

A2mk — (_1)kdmk . 127 A2ns — (_1)sdns Iy
si:
A? = (—D)k*+sd - L.

Rezultd cd A2™ = d™ . I, si apoi d™ - I = —d™ - I5. Deci d = 0 si
obtinem imediat c& A% = O,.
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Clasa a XII-a

1. a) Sestiecd |G| =2k+1, k€ N. Cumaob=csicob=a, rezulta
cd (cob)ob = c. Din aceasta egalitate si din faptul ca (G, o) este grup, rezulta
bob = e. Tindnd cont ca |G| = 2k 4+ 1 obtinem imediat ca b = e. Revenind
inaob=c, rezulta ca a = c.

b) Se observa ca (spre exemplu) a = 0,b = 2, ¢ = 2 indeplinesc conditiile
cerute.

2. a) Fie f(z) =ag+ a1z + ... + apa™, z € R.

Inlocuind in (P) se obtine:

n n k+1
2
E apx’ = E ak\k[—l—lxk’ Ve R",
k=0 k=0

de unde
k+1

V2
kE+1°

Rezulti it fie af, = 0, fie v2'7' = k + 1. Folosind faptul ci 2" > n2,
Vn € N, n >4 (sau alte argumente) se demonstreaza usor ca singurele solutii

intregi ale ecuatiei mai sus mentionate sunt k = 1, respectiv k = 3.
Obtinem cd ay = 0, Vk ¢ {1,3}, de unde f(z) = a1z +azz?, a1, a3 € R.

ap = ag k=0,n.

b) Cum f este continua rezulta ca functia F': R — R, F(x) = /f(t)dt,
0

F(0) =0, este o primitiva a lui f.
F 2
Obtinem ca functia f, f(x) = M este derivabild pe R* si
x

s HaVY) aVE - Fav?)
f (l’) - 1,2
Rezulta ca f’ este derivabila pe R* si f” este continud pe R*.
Vom avea:
lim M = lim f(z) < lim Flav?)
z—0 x x—0 z—0 /2
& F(0)- V2= f(0) & f(0)- V2= f(0) & f(0) = 0.
c¢) Utilizand functia de la punctul anterior gi derivand de doua ori,
obtinem:

, Yz #0.

VE=f(0) e

f(z) = M, Vo € R* & zf(z) = F(zV2), VzeR*=

x

o xf(x) +2f (z) = 2f' (2V2), Yz eR*=>
= f'(0) =2 [F@VD) - F@)], veeRr"



CONCURSUL FACULTATII DE MATEMATICA $I INFORMATICA, CONSTANTA, 2009 23

Fie x > 0 fixat. Aplicind Teorema lui Lagrange si tinand cont de
egalitatea anterioara, se obtine:

Jei € (z,2v2) ad f'(z) = %f’%cl)w(ﬂ—l) & f(x) =2f"(c1)-(V2-1),

Jer € (eneV®) ai ['(e) = = [£evVD) ~ flen] = 20V2 - 1" (e),

c1
s.a.m.d,

f(x) = [2(\/5— 1)}71 fen), T<cp <cy <. < cp.

Rezulta ca exista:

lim ¢, =1, cul € (0,00) sau [ = co.
n—oo

Daca l € (0,00) vom avea f"(¢,) — f"(l) € R.
Daca | = oo rezulta
f"(cn) — lim f"(x) e R.
xr—>00

Deci, sirul (f”(cn))n>1 este convergent. Avem atunci:

f'(x) = lim 2" (V2= 1)" - f"(en) = 0.

n—oo
Obtinem f”(z) =0, Vx > 0, de unde f(z) =ax +¢, cua,c € R, a # 0.
Analog rezulta f”(x) =0, Va < 0, de unde f(z) =bx +d, cu b,d € R,
b # 0.

Tinand cont de faptul ca f este continua in 0, rezultd ¢ = d = 0, deci

ar, =<0

f(x):{ be, x> 0.

3. a) Pentru orice x,y € G vom avea
(zxy)? = (z4y—2xy)? = 22 +y?+422y> 2oy —Aa’y—dzy® = s+y—2xy = T*y.

Deci z xy € G.

Se demostreaza rapid ca legea ,,x“ este asociativa pe G, comutativa pe
G si ca 0 este element neutru pentru ,,x“ pe G.

In plus:

rxr=x+x—22°=0

Deci, orice x € G este simetrizabil in raport cu ,*“ si simetricul sau
este 2’/ = x.

Obtinem ca (G, *) este grup abelian.

b) Presupunem ca |G| nu este o putere a lui 2 gi notam cu k cea mai
mare putere a lui 2 cu proprietatea ci 2% divide |G|. Rezulta ci

G| =2F@21+1), 1eN

Fie p un divizor natural prim al lui 2/+1. Conform Teoremei lui Cauchy,
rezulta ca exista z € G astfel incat ordg(x) = p.



24 EXAMENE §1 CONCURSURI

Tinand cont de faptul ca = * © = e si p este impar rezulta imediat ca
z = esip=1. Am ajuns la contradictie cu faptul ca p este prim. Deci,
presupunerea facuta este falsa. Rezulta ca |G| este o putere a lui 2.

4. a) Se aplica Criteriul Cesaro-Stolz pentru sirurile (zy)n>1, (Yn)n>1,

unde .
Ty = /f(a:)dx, UYn = 7.
1

Avem:

n+1 n+1
aiCore M} /f dx—/f( )da = / d:z+/f
Yn+1 —

n+1 n+

n+1

Notam: In—/f )dx, J, /f

n+1

Aplicand Teorema de medie, existd ¢, € [n,n + 1] astfel incat
Jn = f(cn). Deci ¢, — oo si aplicand ipoteza rezulta J,, — 0.
Deoarece:
lim(zf(z)) € R
z—0
rezulta ca exista 0 > 0, M > 0 astfel incat |z f(z)| < M,Vz € (0,0).
Exista ng € N* astfel incat — < 4.

ng
1 1
Daca n > ng, rezulta ca {, ] 0,9).
n+1n
Obtinem:
1 1
i< [ @les [ o=y (’” ) o0
x n
1 1
n+1 n+1
Aplicand Criteriul majorarii rezulta ca lim I, = 0, deci:
n—oo
lim =T

=00 Ynt+l — Yn

Conform Criterilui Cesaro-Stolz, rezulta ca exista lim a, = 0.
n—oo

Problemele propuse spre rezolvare elevilor la aceasta editie a concursului
au fost cu un grad mai scazut de dificultate fata de cele propuse in editiile
anterioare, acest lucru ducand la obtinerea unor punctaje mai bune de catre
participanti.

In continuare evidentiem elevii premiati la acest concurs.



REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN G. M.-B NR. 6/2009 25

Clasa a XI-a

Premiul I: Velicu Andrei, C. N. ,Mircea cel Batran*“, Constanta

Premiul II: Cocalea Andrei, C. N. ,,Mircea cel Batran“, Constanta

Premiul III: Oncioiu Anamaria Raluca, C. N. ,Mircea cel Batran*,
Constanta

Premiul Societatii de Stiinte Matematice, filiala Constanta:
Hudisteanu Anamaria

Premiul Facultatii de Matematica si Informatica: Sav Adrian

Clasa a XII-a

Premiul I: Burtea Cosmin, C. N. , Mircea cel Batran“, Constanta

Premiul II: Goga Steliana, C. N. ,Mircea cel Batran“, Constanta

Premiul III: Dragan Monica, C. N. ,,Mircea cel Batran“, Constanta

Premiul Societatii de Stiinte Matematice, filiala Constanta:
Capalnasiu Adela

Premiul Facultatii de Matematica si Informatica: Necsulescu
Maria

Mentiuni: Zechiu Marian, Mutu Rares, Cocu lIoana

PROBLEME

REZOLVAREA PROBLEMELOR DIN GAZETA MATEMATICA
Nr.6,/2009

PROBLEME PENTRU GIMNAZIU
Clasa a V-a

E:13839. Determinati numerele de forma ab care impdrtite la a - b dau
restul b.
Stefan Marica, Drobeta Turnu-Severin

Solutie. Avem ab = abx + b, cu conditia evidenta b < ab. Din ab = abx + b
obtinem 10a + b = abx + b sau 10 = bz. Din ultima relatie deducem urmatoarele
situatii:

1) b = 1;2 = 10 si numerele sunt: 21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91;

2) b = 2;x = 5 ¢i numerele sunt: 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82, 92;

3) b =5;x = 2 5i numerele sunt:25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95.

E:13840. Aflati numerele naturale a, b, ¢, cu a < b < ¢, astfel incdt:
2% 420 2% . 5° = 2009.

Emil Viad, Zimnicea, Teleorman

Solutie. Daca numerele 2%;2%; 24 . 5° sunt numere pare, atunci egalitatea este
imposibila. Inseamni ci unul dintre ele trebuie s3 fie impar. Cum b > 0, reiese ca
29=1. In acest caz obtinem a = 0 si relatia din enunt devine 2° 4 2% - 5 = 2008 sau



