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Abstract. The article presents a proof of the irreducibility of the cy-
clotomic polynomials and two applications of this result: the form of the
endomorphisms of a cyclotomic field and the solutions for cos 27” =xz+y/z,
neNzx,y,ze€Q.
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Preliminarii. Pentru n € N*, notam ¢ = cos 2 + isin 2—7T Grupul
ciclic: " "
Upy={1¢(¢....¢" '} ={zeC|a"=1}
se numeste grupul radacinilor de ordinul n ale unitatii.
Generatorii acestui grup (elementele de ordin n ale grupului) se numesc
radacini primitive de ordin n ale unitafic §i sunt numerele:
¢kocu 0<k<n-1, (k,n) = 1.

Numarul radacinilor primitive de ordinul n ale unitatii este ¢(n), unde
 este indicatorul lui Euler.

Polinomul monic de grad minim, verificat de toate radacinile primitive
de ordinul n ale unitatii, adica polinomul:

0<k<n—1
(k,n)=1

se numeste al n-lea polinom ciclotomic.
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Polinomul ®,,(X) are gradul ¢(n) si coeficientii sai sunt numere intregi
(v. [8], teorema 13, pag. 22).

Corpul ©(0) = { 115

al corpului C care il contine pe ( si se numeste al n-lea corp ciclotomic.

Rezultatele principale. Vom demonstra acum ca polinomul ciclo-
tomic ®,,(X) este ireductibil in inelul Q[X]. Aceasta demonstratie se bazeaza
pe urmatoarea importanta:

Lema (Mertens). Daca f(X) este un polinom monic cu coeficienti
intregi, astfel ca f(¢) = 0, atunci f(C*) = 0 pentru orice 0 < k < n — 1,
(k,n) =1.

Demonstratie. (Landau [4], preluata si in [8]). De la bun inceput facem
precizarea ca 1n rolul lui ¢ in aceasta lema poate fi oricare dintre radacinile
de ordinul n ale unitatii. Fixam o radécina € a polinomului f(X) si un intreg
i € {0,1,...,n —1}. Impértind polinomul f(X?) prin polinomul f(X) si
ficAnd apoi X = ¢, obtinem ci f(¢') = g(¢), unde g € Z[X] este restul
Impartirii si grad(g) < grad(f). Consideram toate aceste posibile polinoame
g € Z[X], cand e parcurge radacinile lui f(X), iar ¢ parcurge numerele
0,1,...,n — 1. Numarul acestor polinoame ¢ este finit, prin urmare putem
vorbi de maximul modulelor coeficientilor acestor polinoame g, fie acestea A.
Sa fixdm un numar prim p > A. Daca p = ip (mod n), cu 0 < iy < n —1,
rezultd f(CP) = £(¢%) = go(¢), unde go este unul din polinoamele g de mai
inainte. Coeficientii lui f(¢P), fiind coeficientii lui gp, au modulele < A < p.
Cum f(¢) = 0, avem insa f(CP) = f(¢P) — f({)? si, folosind teorema lui
Fermat, rezulta ca toti coeficientii lui f(¢P) se divid cu p. Prin urmare, toti
coeficientii lui f(¢P) sunt nuli, deci f(¢P) = 0.

Fie acum ¢ un intreg care are in descompunerea sa doar factori primi
> A, deci g = p1p2 ... ps, CU P1,D2,...,Ds > A, nu neaparat distincte. Luand
p = p1, rezulta f(¢P') = 0. Luand apoi in rolul lui ¢ pe (P! i in rolul lui p pe
pe, rezulta f (¢P1P2) = 0. Din aproape in aproape gasim ca f ((P*P2Ps) = 0,
adica f (¢?) =0.

Pentru un k din ipoteza, deci 0 < k < n — 1, (k,n) = 1, sa luam

u,v € Q[X], v(¢) # 0} este cel mai mic subcorp

q = k + an, unde produsul se face dupéa toate numerele prime p < A,
astfel incat p nu divide k. Deoarece (k,n) = 1, rezulta ca ¢p nu are factori
primi < A, adica g are doar factori primi > A.

In baza celor de mai sus, avem f((%) = 0 si cum gy = k (mod n),
rezultd f (Ck) =0.

Teorema (Gauss-Dedekind). Polinomul ciclotomic ®,(X) este ire-
ductibil in inelul de polinoame Q[X].

Demonstratie. Polinomul @, (X) se descompune in factori ireductibili
in inelul Z[X]. Notam cu f(X) acel factor ireductibil, monic, al lui ®,,(X),
pentru care f(¢) = 0. Conform lemei lui Mertens, vom avea f (¢*) = 0,
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pentru orice 0 < k < n —1, (k,n) = 1. Asadar, polinomul f(X) are toate
radacinile polinomului ®,,(X), de unde rezulta ca f(X) = ®,(X). Dar f(X)
este ireductibil in Z[X] si atunci ®,,(X) este un polinom ireductibil in inelul
Z[X]. Fiind un polinom monic i ireductibil in inelul Z[X], polinomul ®,,(X)
ramane ireductibil si in inelul Q[X].

Aplicatii. 1° Vom descrie acum endomorfismele corpului ciclotomic
Q(¢). Deoarece polinomul ®,,(X) este ireductibil in inelul Q[X], rezulta ca
orice polinom f(X) € Q[X], cu f({) = 0, se divide cu ¢,(X) (intrucat in
Q[X] ¢. m. m. d. c. al polinoamelor f(X) si ®,,(X) este un divizor de grad
> 1 al lui ®,(X), deci coincide cu ®,(X)). De aici rezulta ca ®,(X) este
polinomul minimal al lui ¢ peste Q (adica polinomul monic de grad minim
din Q[X] pe care 1l verifica () si exista egalitatile de multimi:

Q(¢) = {n(¢) | h € QIXT} = {A(¢) [ h € Q[X], grad(h) < ¢(n)}

(v. [9], exercitiul rezolvat 6, pag. 124).

Fie 0 un endomorfism al corpului Q(¢). Din o(1) = 1, rezulta o(q) = ¢,
pentru orice ¢ € Q. Asadar, endomorfismul o este determinat daca se
cunoagte valoarea o (().

Daca x € U,, din z" = 1, rezultd o(2") = 1 sau o(z)" = 1, deci
o(z) € U,. Dar o este injectiv (morfismele de corpuri sunt injective), prin
urmare:

Un = 0(Un) = {0(1) = 1,0(¢),0(¢*) = 0(0)%,...,a(¢" ™) = o(¢)" '} -
inseamné ca o(() este un generator al grupului U, deci:

o(¢) = ¢*, pentru un anumit 0 < k <n — 1, (k,n) =
Reciproc, pentru fiecare 0 < k <n — 1, (k,n) = 1, aplicatia
o :Q(¢) — Q(C), definitd prin o (k(¢)) = h (¢*), pentru orice h € Q[X], este
un endomorfism") al corpului Q(¢), avand proprietatea o(¢) = ¢*. Asadar,
numarul endomorfismelor corpului Q(¢) este ¢(n).

Remarca 1. Daca pentru 0 < k < n — 1, (k,n) = 1, notam cu oy
endomorfismul Q(¢) pentru care o(¢) = ¢* si luim acel 0 < k' < n — 1,
(K',n) = 1, cu proprietatea kk' = 1 (mod n), rezulta ca o oo = lg((), ceea
ce arata ca endomorfismul o este chiar un automorfism al corpului Q(().

Grupul automorfismelor corpului Q(¢) (in raport cu compunerea), no-
tat AutQ(¢) este izomorf cu grupul U(Z,) al unitatilor inelului Z,, prin

D Aplicatia o este bine definitd cci, daci h1, he € Q[X] sunt astfel incat hi(¢) = ha(¢),
atunci (hi —h2)(¢) = 0, deci h1 — ho se divide cu @, (X). Dar ¢* este radicind a lui ®,,(X),
deci (h1 — h2) (Ck) =0, adici h1(¢F) = ho ({k) Aplicatia o este endomorfism al corpului
Q(¢), caci pentru hy, he € Q[X], arbitrare, avem: o (h1(¢) + h2(¢)) = o ((h1 + h2) (¢)) =
= (h1+h2) (¢*) = h1 (¢¥) + ha (¢%) = o (h1(C)) + o (h2(C)) si analog o (h1(¢)h2(C)) =
=0 (h1(Q)) o (h2())-



284 ARTICOLE §I NOTE MATEMATICE

izomorfismul:
F: (AutQ(¢),0) = (U(Zn),"), Flox) =k
(v. [8], teorema 10, pag. 63).

Remarca 2. Putem regasi lema lui Mertens in felul urmator: egalitatea
f(¢) = 0 din ipoteza lemei, are loc in corpul ciclotomic Q(¢) si atunci ii
putem aplica endomorfismul oy al corpului Q(¢), obtinand f(¢*) = 0. Mai
mult, rezultatul lemei se mentine In cazul mai general cand f este un polinom
nenul din Q[X], cu proprietatea f({) = 0.

2° Ne propunem sa determinidm numerele naturale n > 5 gi d > 2, d
liber de patrate, pentru care exista numerele rationale a si b, b # 0, astfel
incat:

2
cos—W:a—i-b\/E.

n

1 1
Cerinta se scrie echivalent 3 <C + Z) = a + bV/d, sau , dupi citeva

P+ AC+ B+ AC+1 =0,

unde A, B € Q. Egalitatea precedenta arata ca ( verifici un polinom cu
coeficienti rationali de gradul 4. Dar polinomul minimal al lui { peste Q este
®,,(X), care are gradul ¢(n). Rezultd ¢(n) < 4. Dar ¢(n) este par i, in
cazul nostru, ¢(n) # 2 (caci ¢(n) = 2 conduce la n = 6, deci b = 0, contrar
ipotezei).

Asadar ¢(n) = 4 si, tinand seama de expresia lui ¢(n), obtinem
n € {5,8,10,12}.

calcule:

2 -1 5
Pentru n = 5 avem cos g = %\/_, deci d = 5.
2 2
Pentru n = 8 avem cos g = cos% = g, deci d = 2.
2 1
Pentru n = 10 avem cos T cos D = i \/5, deci d = 5.
10 5 4
2 3
Pentru n = 12 avem cos 1—7; = COS% = g, deci d = 3.

Comentariu istoric. Polinomul ciclotomic ®,,(X) a fost studiat mai
intai de Gauss (1801,[2]) in cazul particular cand n = p = numar prim, apoi
in cazul general de catre Dedekind (1857, [1]).

Demonstratia data de Mertens (1905, 1908, [6]) pentru ireductibilitatea
polinomului ciclotomic, bazata pe lema anterioara, pare a fi cea mai simpla.
Mertens a dat insa alta demonstratie acestei leme.

Demonstratii ulterioare, mai simple, date lemei lui Mertens apartin lui
Grandjot (1924, [3]), Landau (1929, [4], prezentata in acest articol), Schur
(1929, [7]), Levi (1934, [5)).
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