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Abstract. The article presents a proof of the irreducibility of the cy-
clotomic polynomials and two applications of this result: the form of the
endomorphisms of a cyclotomic field and the solutions for cos 2π

n
= x+y

√
z,

n ∈ N, x, y, z ∈ Q.
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Preliminarii. Pentru n ∈ N∗, notăm ζ = cos
2π
n

+ i sin
2π
n
. Grupul

ciclic:
Un =

{
1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1

}
= {x ∈ C | xn = 1}

se numeşte grupul rădăcinilor de ordinul n ale unităţii.
Generatorii acestui grup (elementele de ordin n ale grupului) se numesc

rădăcini primitive de ordin n ale unităţii şi sunt numerele:

ζk, cu 0 ≤ k ≤ n− 1, (k, n) = 1.

Numărul rădăcinilor primitive de ordinul n ale unităţii este ϕ(n), unde
ϕ este indicatorul lui Euler.

Polinomul monic de grad minim, verificat de toate rădăcinile primitive
de ordinul n ale unităţii, adică polinomul:

Φn(X) =
∏

0≤k≤n−1
(k,n)=1

(
X − ζk

)
se numeşte al n-lea polinom ciclotomic.

1)Profesor dr., Colegiul Naţional ,,Sf. Sava“, Bucureşti.
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Polinomul Φn(X) are gradul ϕ(n) şi coeficienţii săi sunt numere ı̂ntregi
(v. [8], teorema 13, pag. 22).

Corpul Q(ζ) =
{
u(ζ)
v(ζ)

∣∣∣∣ u, v ∈ Q[X], v(ζ) �= 0
}
este cel mai mic subcorp

al corpului C care ı̂l conţine pe ζ şi se numeşte al n-lea corp ciclotomic.
Rezultatele principale. Vom demonstra acum că polinomul ciclo-

tomic Φn(X) este ireductibil ı̂n inelul Q[X]. Această demonstraţie se bazează
pe următoarea importantă:

Lemă (Mertens). Dacă f(X) este un polinom monic cu coeficienţi
ı̂ntregi, astfel ca f(ζ) = 0, atunci f(ζk) = 0 pentru orice 0 ≤ k ≤ n − 1,
(k, n) = 1.

Demonstraţie. (Landau [4], preluată şi ı̂n [8]). De la bun ı̂nceput facem
precizarea că ı̂n rolul lui ζ ı̂n această lemă poate fi oricare dintre rădăcinile
de ordinul n ale unităţii. Fixăm o rădăcină ε a polinomului f(X) şi un ı̂ntreg
i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Împărţind polinomul f(Xi) prin polinomul f(X) şi
făcând apoi X = ε, obţinem că f(εi) = g(ε), unde g ∈ Z[X] este restul
ı̂mpărţirii şi grad(g) < grad(f). Considerăm toate aceste posibile polinoame
g ∈ Z[X], când ε parcurge rădăcinile lui f(X), iar i parcurge numerele
0, 1, . . . , n − 1. Numărul acestor polinoame g este finit, prin urmare putem
vorbi de maximul modulelor coeficienţilor acestor polinoame g, fie acestea A.
Să fixăm un număr prim p > A. Dacă p ≡ i0 (mod n), cu 0 ≤ i0 ≤ n − 1,
rezultă f(ζp) = f(ζi0) = g0(ζ), unde g0 este unul din polinoamele g de mai
ı̂nainte. Coeficienţii lui f(ζp), fiind coeficienţii lui g0, au modulele ≤ A < p.
Cum f(ζ) = 0, avem ı̂nsă f(ζp) = f(ζp) − f(ζ)p şi, folosind teorema lui
Fermat, rezultă că toţi coeficienţii lui f(ζp) se divid cu p. Prin urmare, toţi
coeficienţii lui f(ζp) sunt nuli, deci f(ζp) = 0.

Fie acum q un ı̂ntreg care are ı̂n descompunerea sa doar factori primi
> A, deci q = p1p2 . . . ps, cu p1, p2, . . . , ps > A, nu neapărat distincte. Luând
p = p1, rezultă f(ζp1) = 0. Luând apoi ı̂n rolul lui ζ pe ζp1 şi ı̂n rolul lui p pe
p2, rezultă f (ζp1p2) = 0. Din aproape ı̂n aproape găsim că f (ζp1p2...ps) = 0,
adică f (ζq) = 0.

Pentru un k din ipoteză, deci 0 ≤ k ≤ n − 1, (k, n) = 1, să luăm
q0 = k + n

∏
p, unde produsul se face după toate numerele prime p ≤ A,

astfel ı̂ncât p nu divide k. Deoarece (k, n) = 1, rezultă că q0 nu are factori
primi ≤ A, adică q0 are doar factori primi > A.

În baza celor de mai sus, avem f (ζq0) = 0 şi cum q0 ≡ k (mod n),
rezultă f

(
ζk

)
= 0.

Teoremă (Gauss-Dedekind). Polinomul ciclotomic Φn(X) este ire-
ductibil ı̂n inelul de polinoame Q[X].

Demonstraţie. Polinomul Φn(X) se descompune ı̂n factori ireductibili
ı̂n inelul Z[X]. Notăm cu f(X) acel factor ireductibil, monic, al lui Φn(X),
pentru care f(ζ) = 0. Conform lemei lui Mertens, vom avea f

(
ζk

)
= 0,
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pentru orice 0 ≤ k ≤ n − 1, (k, n) = 1. Aşadar, polinomul f(X) are toate
rădăcinile polinomului Φn(X), de unde rezultă că f(X) = Φn(X). Dar f(X)
este ireductibil ı̂n Z[X] şi atunci Φn(X) este un polinom ireductibil ı̂n inelul
Z[X]. Fiind un polinom monic şi ireductibil ı̂n inelul Z[X], polinomul Φn(X)
rămâne ireductibil şi ı̂n inelul Q[X].

Aplicaţii. 1◦ Vom descrie acum endomorfismele corpului ciclotomic
Q(ζ). Deoarece polinomul Φn(X) este ireductibil ı̂n inelul Q[X], rezultă că
orice polinom f(X) ∈ Q[X], cu f(ζ) = 0, se divide cu Φn(X) (̂ıntrucât ı̂n
Q[X] c. m. m. d. c. al polinoamelor f(X) şi Φn(X) este un divizor de grad
≥ 1 al lui Φn(X), deci coincide cu Φn(X)). De aici rezultă că Φn(X) este
polinomul minimal al lui ζ peste Q (adică polinomul monic de grad minim
din Q[X] pe care ı̂l verifică ζ) şi există egalităţile de mulţimi:

Q(ζ) = {h(ζ) | h ∈ Q[X]} = {h(ζ) | h ∈ Q[X], grad(h) < ϕ(n)}
(v. [9], exerciţiul rezolvat 6, pag. 124).

Fie σ un endomorfism al corpului Q(ζ). Din σ(1) = 1, rezultă σ(q) = q,
pentru orice q ∈ Q. Aşadar, endomorfismul σ este determinat dacă se
cunoaşte valoarea σ(ζ).

Dacă x ∈ Un, din xn = 1, rezultă σ(xn) = 1 sau σ(x)n = 1, deci
σ(x) ∈ Un. Dar σ este injectiv (morfismele de corpuri sunt injective), prin
urmare:

Un = σ(Un) =
{
σ(1) = 1, σ(ζ), σ(ζ2) = σ(ζ)2, . . . , σ(ζn−1) = σ(ζ)n−1

}
.

Înseamnă că σ(ζ) este un generator al grupului Un, deci:
σ(ζ) = ζk, pentru un anumit 0 ≤ k ≤ n− 1, (k, n) = 1.

Reciproc, pentru fiecare 0 ≤ k ≤ n− 1, (k, n) = 1, aplicaţia
σ : Q(ζ)→ Q(ζ), definită prin σ (h(ζ)) = h

(
ζk

)
, pentru orice h ∈ Q[X], este

un endomorfism1) al corpului Q(ζ), având proprietatea σ(ζ) = ζk. Aşadar,
numărul endomorfismelor corpului Q(ζ) este ϕ(n).

Remarca 1. Dacă pentru 0 ≤ k ≤ n − 1, (k, n) = 1, notăm cu σk
endomorfismul Q(ζ) pentru care σ(ζ) = ζk şi luăm acel 0 ≤ k′ ≤ n − 1,
(k′, n) = 1, cu proprietatea kk′ ≡ 1 (mod n), rezultă că σk ◦σk′ = 1Q(ζ), ceea
ce arată că endomorfismul σk este chiar un automorfism al corpului Q(ζ).

Grupul automorfismelor corpului Q(ζ) (̂ın raport cu compunerea), no-
tat AutQ(ζ) este izomorf cu grupul U(Zn) al unităţilor inelului Zn, prin

1)Aplicaţia σ este bine definită căci, dacă h1, h2 ∈ Q[X] sunt astfel ı̂ncât h1(ζ) = h2(ζ),
atunci (h1−h2)(ζ) = 0, deci h1−h2 se divide cu Φn(X). Dar ζk este rădăcină a lui Φn(X),

deci (h1 − h2)
(
ζk

)
= 0, adică h1(ζ

k) = h2

(
ζk

)
. Aplicaţia σ este endomorfism al corpului

Q(ζ), căci pentru h1, h2 ∈ Q[X], arbitrare, avem: σ (h1(ζ) + h2(ζ)) = σ ((h1 + h2) (ζ)) =
= (h1 + h2)

(
ζk

)
= h1

(
ζk

)
+ h2

(
ζk

)
= σ (h1(ζ)) + σ (h2(ζ)) şi analog σ (h1(ζ)h2(ζ)) =

= σ (h1(ζ))σ (h2(ζ)).



284 Articole şi Note Matematice

izomorfismul:

F : (AutQ(ζ), ◦)→ (U(Zn), ·) , F (σk) = k̂
(v. [8], teorema 10, pag. 63).

Remarca 2. Putem regăsi lema lui Mertens ı̂n felul următor: egalitatea
f(ζ) = 0 din ipoteza lemei, are loc ı̂n corpul ciclotomic Q(ζ) şi atunci ı̂i
putem aplica endomorfismul σk al corpului Q(ζ), obţinând f(ζk) = 0. Mai
mult, rezultatul lemei se menţine ı̂n cazul mai general când f este un polinom
nenul din Q[X], cu proprietatea f(ζ) = 0.

2◦ Ne propunem să determinăm numerele naturale n ≥ 5 şi d ≥ 2, d
liber de pătrate, pentru care există numerele raţionale a şi b, b �= 0, astfel
ı̂ncât:

cos
2π
n

= a+ b
√
d.

Cerinţa se scrie echivalent
1
2

(
ζ +

1
ζ

)
= a + b

√
d, sau , după câteva

calcule:
ζ4 +Aζ3 +Bζ2 +Aζ + 1 = 0,

unde A,B ∈ Q. Egalitatea precedentă arată că ζ verifică un polinom cu
coeficienţi raţionali de gradul 4. Dar polinomul minimal al lui ζ peste Q este
Φn(X), care are gradul ϕ(n). Rezultă ϕ(n) ≤ 4. Dar ϕ(n) este par şi, ı̂n
cazul nostru, ϕ(n) �= 2 (căci ϕ(n) = 2 conduce la n = 6, deci b = 0, contrar
ipotezei).

Aşadar ϕ(n) = 4 şi, ţinând seama de expresia lui ϕ(n), obţinem
n ∈ {5, 8, 10, 12}.

Pentru n = 5 avem cos
2π
5

=
−1 +√5

4
, deci d = 5.

Pentru n = 8 avem cos
2π
8

= cos
π

4
=
√
2
2
, deci d = 2.

Pentru n = 10 avem cos
2π
10

= cos
π

5
=

1 +
√
5

4
, deci d = 5.

Pentru n = 12 avem cos
2π
12

= cos
π

6
=
√
3
2
, deci d = 3.

Comentariu istoric. Polinomul ciclotomic Φn(X) a fost studiat mai
ı̂ntâi de Gauss (1801,[2]) ı̂n cazul particular când n = p = număr prim, apoi
ı̂n cazul general de către Dedekind (1857, [1]).

Demonstraţia dată de Mertens (1905, 1908, [6]) pentru ireductibilitatea
polinomului ciclotomic, bazată pe lema anterioară, pare a fi cea mai simplă.
Mertens a dat ı̂nsă altă demonstraţie acestei leme.

Demonstraţii ulterioare, mai simple, date lemei lui Mertens aparţin lui
Grandjot (1924, [3]), Landau (1929, [4], prezentată ı̂n acest articol), Schur
(1929, [7]), Levi (1934, [5]).
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1) şi Romeo Zamfir

2)

Catedra de matematică a Colegiului Naţional ,,Vasile Alecsandri“ or-
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şi se constituie ı̂ntr-o modalitate de stimulare a pregătirii elevilor pentru
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