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EXAMENE SI CONCURSURI

A 50-A OLIMPIADA INTERNATIONALA DE
MATEMATICA

10-22 iulie 2009, Bremen, Germania

prezentare de C. ALEXANDREscUY, M. BALUNA?, R. GoLoGAN?) gi
D. ScHwARz?Y

A cincizecea Olimpiada Internationala de Matematica a avut loc in
Germania, in perioada 10-22 iulie. Au participat reprezentanti a 104 tari,
elevii si profesorii beneficiind de excelentele conditii oferite de Universitatea
Jacobs din Bremen.

Echipa Romaéaniei a fost formata din urmatorii elevi: Marius Tiba —
clasa a X-a, Madalina Persu — clasa a XII-a, Andrei Deneanu — clasa a XlII-a,
Francisc Bozgan — clasa a XII-a, toti de la Liceul International de Informa-
tica, Bucuresti, Tudor Padurariu — clasa a X-a, Colegiul National ,,Grigore
Moisil“, Onesti si Omer Cerrahoglu — clasa a VII-a, Colegiul National ,, Vasile
Lucaciu“, Baia Mare. Echipa a fost insotita de autorii acestei prezentari.

Prezentam in cele ce urmeaza problemele din concurs, cu solutii si co-
mentarii.

Prima zi
Problema 1. Fie n, k > 2 numere intregi si ai,ao,...,a elemente
distincte ale mulfimii {1,2,...,n} astfel incdat n divide a;(a;+1 — 1), pentru
i=1,...,k—1. Ardatati ca n nu divide ay(aq — 1).

Australia

Solutie. Foarte multi concurenti, inclusiv patru romani, au mers pe
calea urmatoarei solutii ,,automate“. Sa presupunem ca n divide ax(a; —1) si
sa definim agy1 = a1. Fie b = cm.m.d.c. (n,q;) si d; = cm.m.d.c. (n,a;—1);
avem c.m.m.d.c. (b;,d;) = 1. Rezulta b;d; | n si n | bid;+1, deoarece, din ipo-
teza, n este c.m.m.d.c.(n,a;(a;+1 — 1)). Aceasta Inseamna ca:

k k k
Hbidi | n® gink | Hbidi+1 = Hbidi7
i=1 i=1 i=1

de unde reiese ca in toate relatiile de divizibilitate are loc egalitatea, deci
bi="0b,d; =d, n=>bdsi cmm.d.c. (bd) = 1.

Apoi, a; = bx;, a; — 1 = dy;, deci bx; = a; < n = bd, de unde z; < d.
Relatiile bx; = dy; + 1 si bx; = dy; + 1 duc la b(x; — ;) = d(y; — y;). Cum
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cm.m.d.c. (b,d) = 1, inseamna ca d | (x; — x;), ceea ce da z; = x;, adica
a; = a;, absurd.

Alta solutie. Dinn | z(y — 1) sin | y(z — 1) reiese n | z(z — 1), deoarece
x(z—1)=z(y—1)+2zy(z—1) — zz(y — 1). Prin folosirea repetata a ipotezei
obtinem n | aj(ar —1), ceea ce, impreuna cu n | ag(aq —1) duce la n | a; — ay,
imposibil pentru a; # a.

Remarca (Dan Schwarz). Putem dovedi urmatorul rezultat:

Cel mai mare k pentru care exista a; € {1,..., N} distincte, astfel incat
n | aj(ai41 — 1) pentru i = 1,...,k — 1 si, de asemenea, n | ar(a; — 1) este

N
dat de k(N,n) = [—} .
n
Intr-adevar, din n | aj(az — 1) obtinem a; = ajag (mod n), iar din

n | az(ag — 1) obtinem ay = agas (mod n), deci ajas = ajagas (mod n). Prin
k

inductie reiese imediat a1 = H a; (mod n) si similar pentru orice alt a;, deci
j=1
toti a; sunt congruenti. Aceasta se poate intampla doar daca 1+(k—1)n < N,

— N N

adicd k < +1,ie k< [—] Un model in cazul k = [—] = k(N,n)
n n n

este dat chiar de numerele a; = 1+ (i — 1)n pentru i = 1,...,k(N,n).

Cum in problema data x(n,n) =1 < 2 = k, concluzia rezulta imediat.

Elevii roméani s-au descurcat bine la aceasta problema, doar unul dintre
ei avand o mica scapare.

Problema 2. Fie ABC un triunghi, in care cercul circumscris C are
centrul O. Punctele P i QQ se afia pe laturile C A, respectiv AB, in interiorul
acestora. Fie K, L si M mijloacele segmentelor BP, CQ, respectiv PQ st fie
K cercul circumscris triunghivlui KLM. Ardtati cd, dacd dreapta PQ este
tangenta cercului IC, atunci OP = OQ).

Rusia

Solutie. Cerinta este ca punctele P, )
sa fie egal departate de centrul cercului C,
ceea ce este echivalent cu faptul ca punctele
au puteri egale fata de C, adica

AP - PC = AQ - QB. (%)

Pentru a dovedi aceasta, incepem prin
a observa ca <M KL = < LM P (din conditia
de tangenta) si S LMP = SQPA (deoarece ML este linie mijlocie in tri-
unghiul CPQ, deci LM || PC). Astfel, SMKL = 4APQ); analog reiese
IMLK = SAQP.

Aceasta aratd ca AAPQ ~ AMKL, de unde
relatiile PC' = 2M L, BQ = 2M K obtinem ().

MK _ ML
AP AQ

; folosind
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Aceasta problema a fost complet rezolvata de toti elevii roméani, solutiile
lor urmand, in esenta, ideile de mai sus.

Problema 3. Se stie ca sy, so, S3,... este un sir strict crescator de
numere naturale nenule, astfel incat subsirurile

Ss515 55995539+ - $? Ss1415Ssg+15Ss3+1y - - -

sunt, amdndoud, progresii aritmetice. Ardtafi cd $i S1, S2, S3,... este o
progresie aritmeticd.
S.U.A

Solutie. Fie sg; = a 4 ir, sg,41 = b+ is pentru orice 7. Din s, 11 > sg,
reiese (b — a) 4+ i(s —r) > 0, pentru orice ¢, deci s > r, (1). De aseme-
nea, ss, , > Sg41, deci (a — b+ 1)+ i(r —s) > 0, pentru orice i, de unde
r > s, (2). Din (1) si (2) rezulta r = s, adica subgirurile sunt progresii
aritmetice cu aceeasi ratie r.

Apoi:

Sit1—54 Si+1—S;

r= 881’4,_1 - ssi = E (Ssﬂrk - ssi+k71) Z E 1= Si+1 — Si,
k=1

k=1
deci sirul (d;);>1 dat de 1 < d; = sj41 — s; < r este marginit.
Fie m = mind; si M = maxd;. Luam ¢ cu d; = m si j astfel incat
d; = M; atunci:
Si+1—Si

7= 8511~ Ss; = Z (58i+/€ - 85i+k3—1) < d;M =mM

T = Ss;,., — Ss; = Z (Ssj+k — 55]-+k:—1) > djm = Mm.
k=1

Cele doua relatii dau » = mM; in plus inegalitatile sunt egalitati, adica
Ss;+1 — Ss; = M §1 85,41 — s5; = m. Pe de alta parte, s5,41 —s5, = b—a
pentru orice ¢, de unde M = m = b — a, ceea ce arata ca sgirul initial este o
progresie aritmetica cu ratia m = \/r.

Dintre elevii romani doar M. Persu a primit punctajul maxim, ceilalti
primind 1 sau 2 puncte.

A doua zi

Problema 4. Fie ABC un triunghi cu AB = AC. Bisectoarele un-
ghiurilor <CAB si XABC taie laturile BC, respectiv CA in punctele D,
respectiv E. Fie K centrul cercului inscris in triunghiul ADC. Se stie ca
m(<BEK) = 45°. Determinati toate valorile posibile pentru m(xCAB).

Belgia
Solutie. Aratam ca valorile cerute sunt 60° si 90°.

O prima rezolvare este cea data in concurs de M. Persu. Ea se obtine
considerand centrul I al cercului inscris in AABC, ducand IJ LAC,J € (AC)
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si observand ca AIC'D si AICJ sunt simetrice fatd de IC, deci JK este
bisectoarea < I.JC, de unde m(xIJK) = 45°. Astfel, deoarece m(xXBEK) =
= 45°, punctele F, J sunt de aceeasi parte a dreptei K1 si <IJK = <BEK,
rezulta ca I, J, K, E sunt conciclice. De aici reiese m(<EKI) = m(sEJI) =
= 90°, cu exceptia cazului cand E = J, situatie in care < EJI nu este definit.

A A
A
J )
B C A B B D C
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Cazul 1: J # E (fig. 1 sau 2). In acest caz m(XEIK) = 45° =
1
= 5(m(<IB) +m(<xC)), deci m(xA) = 90°.

Cazul 2: J = E (fig. 3). In acest caz BELAC, deci AB = BC = AC
si m(<xA) = 60°.

Reciproc, in cazul in care m(<A) = 60° (fig. 3), obtinem relatia
m(XBEK) = m(xIDK) = 45°, iar dacd m(xA) = 90° (fig. 2), atunci
m(xCJK) = m(xCDK) = 45° si m(XEIK) = m(xACB) = 45°, deci
patrulaterul EKIJ este inscriptibil, m(<xEKT) = 90° si m(xBEK) = 45°.

Alte rezolvari (notand m(xABC) = 2z, m(xBEK) = a) se pot obtine,
de exemplu, folosind teorema sinusurilor in ACEK si in ACDK:

) 7r
CE sin(a + 2z) cp sin(r—z- Z)
CK sin(r—a—-3z)" CK sin% '

inmul‘gind aceste relatii cu:

¢ cos 2 especti CE _ BC 9 cos 2 <> CE 2 cos 2z
AC L, I W= s = re —— ==
AC ’ Y AE  AB AC 1+ 2cos2z’

obtinem ecuatia:

, T
sin(a 4 2z)cos2z ™ (:1: + Z) 2cos 2x

sin(a + 3x) sin ™ 142cos2x’
4

Cum cos2z # 0 (deoarece 0 < 2z < g), ecuatia se scrie echivalent

2
cos (a + 2z — %) — cos (a + 4z + %) = g(sin(a+2x)+sin(a+4x

ceea ce este totuna cu cos(a+2x) —cos(a+4z) = sina. Pentru a =

~—

+sina),

, ultima

N

ecuatie devine:
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(cos 2z —sin2z)(2cos 2x — 1) =0,
T m
cu solutiile 2z = 1 si2x = 3
7r T
Reciproc, pentru 2z = 1 ecuatia se scrie cos (a + Z) = 0, iar pentru
™ . . A . . 7T
2x = 3 ecuatia este cosa = sin a, iar in ambele cazuri obtinem a = 1
La aceasta problema, elevii roméani, cu exceptia lui O. Cerrahoglu (cel
mai tanar component al echipei noastre !), au ,pierdut® destul de multe
puncte, deoarece au ,neglijat“ sa raspunda complet la intrebarea pusa: din
punct de vedere logic, determinarea valorilor posibile ale unghiului <A nu

inseamna doar eliminarea unor valori imposibile, ci si demonstrarea faptului
ca exista situatii pentru care valorile obtinute pot fi atinse.

Problema 5. Determinati functiile f : N* — N* care au proprietatea
ca, pentru orice a,b € N*, numerele a, f(b) si f(b+ f(a)—1) pot fi lungimile
laturilor unwe triunghi nedegenerat.

Franta

Solutie. Aratam ca singura functie cu aceasta proprietate este functia
identica (este evident ca, daca f este functia identica si a,b € N*, atunci
numerele a, f(b) =bsi f(b+ f(a) —1) =a+b—1 pot fi lungimile laturilor
unui triunghi nedegenerat, deoarece |a —b| <a+b—1 < a+b).

Pasul 1: f(1) = 1. Pentru a = 1 obtinem 1+ f(b) > f(b+ f(1)—1), deci
f(0) > f(b+¢), Vb e N*, unde ¢ = f(1) —1 > 0. In cazul ¢ > 0 ar rezulta ci
functia este marginitd, in contradictie cu a < f(1) + f(f(a)), Va € N*; astfel
c=0.

Pasul 2: f(f(a)) = a, Va € N¥; in particular, f este bijectiva. Aceasta
reiese imediat din faptul ca numerele a, f(1) = 1si f(1+ f(a)—1) = f(f(a))
sunt lungimile laturilor unui triunghi si sunt intregi.

Pasul 3: daca f(2) = p, atunci f((p—1)n+1) =n+1,Vn e Ngip=2.

Prima abordare (folosita de aproape toti elevii romani). Rationam in-
ductiv dupa n. Pentru n = 0 si n = 1, prima relatie este evidenta. Sa
presupunem acum ca ea este adevarata pentru 0,1,...,n si sa o dovedim
pentrun+1,cun>1. Fiea=2, b= (p—1)n+ 1. Atunci:

flp=Dn+1+p-1) <2+ f((p—Dn+1)=n+3,

deci f((p—1)(n+1)+1) € {1,2,...,n+ 2}. Deoarece f este injectiva si
flp—Dk+1)=k+1,Vk € {0,1,...,n}, ramane ca singura posibilitate
flp—=1)(n+1)+1)=n+2.

Apoi p > 1, iar pentru p > 2 multimea A = {(p —1)n+1 | n € N}
ar fi diferitd de N* pe cand multimea f(A) este N*, ceea ce ar contrazice
bijectivitatea lui f.
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A doua abordare (T. Padurariu). Pentru a = 2 si orice b € N* obtinem
24 f(b)> f(b+p—1),deci f(b+p—1) < f(b)+ 1, (*x), de unde, inductiv,
fb+n(p—1)) < f(b)+n,¥n € N. Notand m = max{f(1), f(2),..., f(p—1)}
obtinem:

Aceasta arata cd, pentru orice a € N*:

1+ f(a) mp a

f2)+f2+ fla)-1) <p+m+ ST SPToq T CEE

si, daca presupunem p > 2, obtinem f(2) + f(2 + f(a) — 1) < a pentru

valori mari ale lui a — contradictie cu proprietatea functiei f. Astfel p = 2

(p # 1, deoarece f este injectiva). Din (xx) reiese f(x) < z,Vo € N* ceea
ce, combinat cu pasul 2, duce la f(x) = z,Va € N*.

O alta abordare (C. Reicher). Punand f(b) in locul lui b obtinem ca,
pentru orice a,b € N*, a, bsi f(f(a)+ f(b) — 1) sunt lungimile laturilor unui
triunghi nedegenerat.

S& consideram acum m,n > 2 i multimile A = {f(a) | 1 < a < n},
B={f()|1<a<m}. Cum f este injectiva, |A| = n si | B| = m. Deoarece
1< f(f(b)+ f(a) —1) <a+b—1<n+m—1, reiese:

card{f(f(b)+ f(a)—1)|1<a<n,1<b<m}<n+m-—1

si, deoarece f este injectiva:
card{f(b) + f(a) |1 <a<mn,1<b<m}<n+m-—1,

de unde |[A+ B| < |A| + |B| - 1.

Pe de alta parte, teorema lui Freiman') afirmi ci, in general, |A + B| >
> |A|+|B|—1, cu egalitate daca si numai daca A si B sunt progresii aritmetice
cu aceeasi ratie. Folosind in mod repetat acest argument pentru n > 2 si
m = n+ 1, reiese ca multimea {f(c) | ¢ > 1} este o progresie aritmetica cu
primul termen f(1) = 1 si ratia r. Deoarece f este surjectiva, trebuie r = 1,
deci f(c) = ¢ pentru orice c.

La aceasta problema elevii roméani s-au descurcat bine, unul singur
ratand rezolvarea, iar altul pierzand un punct pentru o afirmatie nedovedita.

Problema 6. Fie a1 < as < ... < a, numere reale pozitive si M o
multime de n—1 numere reale pozitive, care nu contine elementul a;+...4+ay.
Un greiere sare de-a lungul azei reale, pornind din origine $i facand, intr-o
ordine oarecare, n salturi spre dreapta, de lungimi aq,...,a,. Demonstrati
ca greierele poate sd aleagd ordinea salturilor astfel incdt sa nu aterizeze
niciodata intr-un punct din M.

Rusia

DA se vedea si problema 4 de la faza nationala a Olimpiadei de Matematica pentru
clasa a IX-a, precum i teorema Cauchy-Davenport.
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Solutie (I. Bogdanov & A. Mellit). Fie m = min M. Rationam prin
inductie dupa n.

Cazul n = 1 este evident. Presupunem apoi ca proprietatea este ade-
varata pentru orice k < n (unde n > 2) si o dovedim pentru o configuratie
cu n elemente. Notam Z, ipoteza de inductie aplicata unei configuratii care
porneste din punctul de abscisa x.

Sa presupunem mai intai ca m < a,. Daca a,, ¢ M, continuam secventa
de salturi inceputa cu a,, aplicand Z,, pentru {ai,...,an—1} si M N (a,00)
(daca M N (a,00) are mai putin de n — 2 elemente, Z,, este, in continuare,
aplicabila). Daca, insa, a, € M, atunci consideram multimile {a;,a; + a,},
i € {1,...,n—1}. Deoarece multimile considerate sunt disjuncte iar M\ {a, }
are n — 2 elemente, cel putin una dintre aceste multimi, fie ea {b,b + a,,} nu
are elemente din M. In acest caz, primul salt este b, apoi a,, apoi aplicam
Thiq, pentru {aj,...,an—1}\ {b} si M N (b+ a,,o0).

Sa analizam acum situatia m > a,,. Aplicam Z,, pentru {ay,...,an—1}
si M \ {m}. Daca nicio sariturd nu aterizeaza pe m, problema este rezol-
vata. Daca, insa, dupa k + 1 salturi a;, = an,a;, ..., a; se ajunge in m,
atunci avem o secventd convenabila daca inlocuim primele k + 2 salturi cu
Ajyye e ,aik,aikﬂ,an.

Remarca. Nu trebuie ca aceasta solutie, aparent simpla, sa ne faca sa
credem ci problema nu este prea grea: ea a fost rezolvata complet doar de
trei elevi, fiind cotaté, din acest punct de vedere, ca fiind a doua ca dificultate
in istoria O.I.M.

Rezultatele elevilor nostri sunt rezumate in tabelul de mai jos. In clasa-
mentul (neoficial) pe natiuni, Roméania a ocupat locul 13 din 104 tari parti-
cipante.

NUME P1|P2|P3|P4| P5| P6 | Total | Medalie
Madalina Persu T 71716 |7]0 34 Aur
Omer Cerrahoglu | 7 | 7 | 2 | 7 | 7 | 3 33 Aur
Andrei Deneanu T 7214|710 27 Argint
Francisc Bozgan T 71216210 24 Argint
Tudor Padurariu | 4 | 7 | 1 | 5] 6 | 0 23 Bronz
Marius Tiba T{7T|1]10]|7]0 22 Bronz

Rezultatele complete pot fi gasite pe http://imo-official.org.



