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Abstract. This article contains, in a concise form, an introduction in the
Theory of Almost Periodic Functions, as well as some illustrative exam-
ples. This class of functions appears in the applications (describing oscil-
latory systems) much more frequently than the class of periodic functions.
The author is convinced that the class of Almost Periodic Functions, even
though more complex than the class of periodic ones, must get itsplace in
the Mathematical and the Science-Engineering Literature. The authors’
books under nos. 4 and 5 in the references, constitute a contribution in
this direction.
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1. Introduction

The trigonometric Sine function, denoted by sin x,  being an arbitrary
angle measured usually in radians, has penetrated in the common everyday
language by the word sinuous. According to the Reader’s Digest Great En-
cyclopedic Dictionary (ed. 1977), sinuous stands for some path or object
which has ,bends, curves or folds; something winding or ondulating®. In
Mathematics we call sinusoid the graph of the function y = sin z, in the zOy
plane.

By means of the Sine function we can express many relationships en-
countered in everyday life, and in the elementary branches of Mathematics
(Trigonometry, first of all).

In Physics, in the Classical Mechanics as well as in Quantum Mechanics,
a very useful model is the so-called harmonic oscillator. This system consists
of a material point moving on a straight line, the unique acting force being the
attraction exerted on it by a fixed point of the line with a force propositional
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to the distance (to the fixed point). Taking the fixed point as origin on
the line, and denoting by z(t) the coordinate of the moving point at the
moment ¢, the Newton’s law of dynamics leads to the equation of motion

d2
mi = —kx(t), with k > 0, Z(t) = (

dt2> x(t), m = the mass of the moving

point.

k
If we denote w? = —, then the equation of the harmonic oscillator is
m

i(t) +wiz(t) =0, t > 0. (1)

Equation (1) is a second order linear differential equation, while w? > 0
is a constant. Since sinwt and coswt are linearly independent solutions of
(1), there results that any solution of (1) is given by the formula

x(t) = Asinwt + B coswt, (2)
where A and B are arbitrary constants. An equivalent form to (2) is

z(t) = C'sin(wt + 9), (3)
with C' = (424 B?)'/2, § = arctang <g) for B#0and § = g, when B = 0,

A>0,0r6:—g,whenB:0,A<0.ThecaseA:B:Oleadstothe

zero solution z(t) = 0, which also means C' = 0 in (3).

As we can read from (3), by means of the sine function we can describe
any motion of the harmonic oscillator. In this scheme we encounter the mo-
tion of the simple (mathematical) pendulum, the oscillations of a suspended
spring to which a weight is attached at the free end, the acting force being
the gravitation. For details and other physical realizations of the harmonic
oscillator, including Quantum Mechanics and connection with Schroedinger
equation, see the book [9] by P.M. Fishbone et al.

If we consider the resistance force, which often appears during the mo-
tion of a material point, and assume it is proportional to the velocity of
motion, then Newton’s law is conducing to an equation a bit more com-
plex than the one of the harmonic oscillator. Namely, we obtain mi(t) =
= —kx(t) — R%(t), with R > 0, the resistance being opposed to the velocity.
If we admit one external force, say f(t), then the second order linear equation

mi(t) + Ri(t) + kx(t) = f(t), t>0, (4)

which is describing the damped harmonic motion when f(t) = 0, and the
forced motion of the oscillator when f(t) # 0.

It is interesting to point out that equation (4) appears also in the theory
of electrical circuits in the equivalent form

Li(t) + Rg(t) + C~q(t) = V (1), (5)
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where ¢(t) represents the charge at the moment ¢, L is the self-inductance,
R is the resistance of the circuit, opposed to the flow of current i(t) = ¢(t),
C' is the capacitance and V (t) is the applied voltage.

The analogy of these two models, one mechanical and another electri-
cal, is known as the electrical-mechanical analogy. This analogy plays an
important role in the applications (acoustics, mechanical vibrations).

For more details related to the concept of analogy of models, see the
book [6] by C. L. Dym and E. S. Ivey.

Let us conclude this introduction by pointing out that the oscillatory
motion of a harmonic oscillator, under the influence of a forcing term of
sinusoidal type, can be also described by means of the Sine function.

Indeed, the equation

i(t) + w?x(t) = C cos wot, (6)
with w # wp, which is of the above mentioned type because cosa =
= —sin (a — g), has as solutions the functions of the form:

z(t) = Cq sin(wt + &) + Ca cos wot, (7)

with:
C

Cop—=— = .
2 m(w? — wj)

(8)

In other words, the general solution of (6) is representable as a sum of two
Sine functions. In (7), Cj and 6 are arbitrary constants. The same thing can
be said about Cs, because C' is arbitrary.

For a more detailed discussion of the harmonic oscillator and its mo-
tions, see the Introduction to our book [5], where more general cases are
discussed.

2. Trigonometric polynomials

A trigonometric polynomial is a function which can be represented in
the form

n
T(t) =ap+ Z(ak cos A\t + by, sin \gt), 9)
k=1
for t € R, with ar € R, for £k > 0, and by € R for k£ > 1, both a; and by
being arbitrary real or complex numbers. Also, A € R, for k > 1, arbitrarily
chosen.
Formula (5) represents a partial sum of the trigonometric series

[o.¢]
ag + Z(ak cos A\t + by sin Ait), (10)
k=1
with the same assumptions as above for ax, by and Ag.
The classical case corresponds to the particular choice A\, =k, k € L,
and leads to classical trigonometric and Fourier series.
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In the complex field C, we call a trigonometric polynomial a function
of the form

n
Ty(t) =) Apexp(idst), t € R, (11)
k=0
with Ax = ap +ibg, € C, and A\ € R, k > 0. If we take into account the well
known formula

exp(iAgt) = cos Agt + isin g, (12)

one obtains easily that ReTi(t) and ImT}(t) are real trigonometric polyno-
mials of the form (9). This fact may explain why the terminology has been
extended from the real field, to the complex one.

It is also a simple matter the fact that any real trigonometric polynomial
(9) can be written in the form

T(t) = cxsin(Apt + &), (13)
k=0
— 00— (2 21\1/2 _ ak _T
where cg = 0 = X\, ¢, = (ag +b;)"*, 0, = arctan <b>’ b # 0. 0 = 5
k
whenbk:()andak>(),or5k:—g for b, =0, ar < 0.

The equivalence of (9) and (13) is a consequence of formulas (2) and

(3).

The set of Trigonometric polynomials is denoted by 7, and we agree
to specify each time whether we deal with the real ones, like (9) or (13), or
with the complex ones like (11). We shall prefer the complex form, due to
the convenience resulting from simpler formulas.

Let us make precise the fact that, when using the complex form (11),
we assume all A\;’s to be distinct A\, # A, k # j.

It is a very useful feature the property of the set 7, of complex tri-
gonometric polynomials of the form (11), to form a linear or vector space
over the complex field C. The two basic operations, addition and scalar
multiplication are defined in the usual manner: for 17,75 € T, we let
(Th + T)(t) = Ti(t) + Ta(t), and it is obvious that the sum of two trigo-
nometric polynomials of the form (11) is also in 7; moreover, if A € C and
T1(t) has the form (11), then (AT1)(t) = AT1(¢) is of the same form.

It is useful to notice the fact that 7 has infinite algebraic dimension.
For instance, in the classical theory of Fourier series, the infinite system
{1,sinmt,cosmt; m > 1} consists of linearly independent functions. This
property is the same as saying that the complex system {e™; m € Z} con-
sists of linearly independent functions. The problem of linear independence
is related to the uniqueness of Fourier series, and a short proof of this fact
is given in the Introduction to our book [4].
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It is also possible to define on T several norms, to transform it into a
linear normed space. Examples of norms on 7 are the following;:
If T € T has the form (11), then we can define for each p € [1, 2]

n 1p
1Ty = (Z \Akp> : (14)
k=1

IT[| = sup{|T(#)[; ¢ € R}. (15)

For the map || - || defined by (15) it is a very simple exercise to check
the validity of the conditions:

(a) ||T|| > 0 for each T € T, with the equal sign valid only for "= 0
(i.e., all Ax =0);

() IITs + To]| < |Ta]| + ||, for any Ty, 5 € T

(c) [[IAT|| = |A||T]|, for each A € C and T € T.

In case of the norms defined by (14), we notice that the usual conditions
are obvious for p = 1 and p = 2; for p = 2 obtaining the usual Euclidean
norm, while for p € (1,2) the validity of the triangle inequality is a classical
inequality which appears in many sources.

Besides the norms (14) and (15), we can also introduce integral norms.
As a first example, we can consider

t+1
|T|ar = sup / |T(s) |ds; teR p. (16)
t

The supremum in (16) is finite for each trigonometric polynomial of the
form (11), namely

Tl < [Ag-
k=1
We mention another integral norm on 7, which is defined by the formula
’ 1/2
IT|pq = |limsup(20)~* / T(t)|*dt| . (17)
{—00

e
The limsup in the right hand side is finite because [T'()]? is also a

trigonometric polynomial, while for real A

l
. . . (1, A=o0,
élggo(%) /exp(l)\t)dt = { 0, A£0.
%
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If one takes into account this relationship and the fact that |T'(¢)|? = T'(t)T(t),
then we easily obtain

TR =T = |4 (18)
k=1

In other words, the M-norm on the set 7 is the same as the Euclidean
norm. This remark will play a role in better understanding the construction
of larger classes of oscillatory motions.

In regard to the notations (16) and (17) for the integral norms on T,
we mention the fact that |- |y is defined and used systematically in the book
by J. L. Massera and J. J. Schdfer [15]. It will help us to introduce the class
of almost periodic functions known under Stepanov’s name (see our book
[5]). The norm denoted by |- |, with M coming from the name of the
Polish mathematician J. Marcinkiewicz and the function space containing
the almost periodic functions of Besicovitch [2] is based on this norm. The
definition of this space can be found in our book [5].

To summarize, we defined on 7 four types of norms, (14)-(17), each
one leading to a specific kind of convergence on 7. By adding new functions
to T, as limits of sequences from 7, using various kinds of convergence, we
shall obtain spaces of almost periodic functions. These functions describe
oscillatory motions.

3. Almost periodic functions

The method of introducing and investigating various classes of almost
periodic functions is based on the procedure of completing metric spaces. We
shall start from the set 7 of trigonometric polynomials, and attach a metric
structure (besides the algebraic one, of a vector space), given by one of the
norms (14)—(17). The metric is defined by the formula d(z,y) = |x — y|,
where | - | denotes any of the norms (14)—(17).

For the details concerning metric spaces, convergence and completion
see our book [5] for a concise presentation or any other book dealing with
the concept of metric space.

Historically, the concept of almost periodicity we shall introduce, as well
as related terminology, appeared with Harald Bohr in the early 1920’s. But
special classes of almost periodic functions made the object of investigation,
with conspicuous results, by P. Bohl and E. Esclangon. They studied a
class of almost periodic functions known as quasiperiodic functions. Also,
H. Poincaré [16] has dealt with the functions that can be represented in the
form

F) =" Apexp{it}, t € R, (19)
k=1
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oo
with the coefficients Ay, such that Z |Ag| < co. He has indicated the formula
k=1

¢
A :)H& (26)_1/1‘"(25) exp{—i\gt}dt (20)
e,

for calculating the coefficients, which means that the basic concept of mean
value for almost periodic functions has been used.

Remark. Actually, Poincaré dealt with the sine series similar to (19),

(o]
namely Z Ay, sin \pt.
k=1

For detailed references concerning the evolution of the concept of almost
periodicity, regarded always as a generalization of the periodicity (insufficient
for describing the most oscillatory motions encountered in applied fields), we
send the reader to the book of Harald Bohr [3], our books [4], [5], and the
book [2] of A.S. Besicovitch.

We shall start with the almost periodic functions as defined by H. Bohr.
This type of almost periodicity is easily defined by an approximation pro-
perty. Namely, we shall call a map t — f(¢), from R into C, almost periodic
(Bohr), if for every € > 0, there exists a complex trigonometric polynomial
of the form (11), say 7T.(t), such that

lf(t) —T:(t) <e, teR. (21)

It is obvious that the definition above can be reformulated as follows:

The map f : R — C is called almost periodic in the sense of Bohr, if
for each £ > 0 one can find a trigonometric polynomial of the form (11), say
T.(t) € T, such that

f@) =T.(t) +re(t), tER, (22)
with the remainder 7. (t) satisfying:
Ir:(t)] <e, teR. (23)

H. Bohr [3] has constructed his theory of almost periodicity, restric-
ting the considerations to the case of continuous functions. We shall discuss
below two generalizations, for functions within the class of locally integrable
functions on R.

From the representation (22), taking into account the boundedness and
uniform continuity of 7.(¢) on R, one obtains the fact that any almost perio-
dic function (Bohr) is also bounded and uniformly continuous on R.

Hence, the space of almost periodic functions (Bohr) is a subspace of
the space BC(R,C), consisting from all maps f : R — C, such that f is
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bounded and continuous on R. It is well known (and easy to check!) that
BC(R,C) is a Banach space on C, with the norm

[flo = sup{[f(t); ¢ € R}. (24)

The set of almost periodic functions (Bohr) is itself a Banach space with
the supremum norm given by (24), and it is denoted by AP(R,C). Actually,
taking into account the uniform continuity of functions from AP(R,C), we
can infer that AP(R,C) ¢ BUC(R,C), where BUC(R,C) denotes the Ba-
nach space of bounded and uniformly continuous functions, which is a closed
subspace of BC(R, C).

From the definition of almost periodic functions, there results imme-
diately that AP(R,C) is a closed subspace of BUC(R,C), as well as of
BC(R,C).

For more properties of functions in AP(R, C), we send the reader to the
references [1], [2], [3], [4], [5], [8], [13], each containing the basic properties of
almost periodic functions (Bohr).

The discussions carried above about the space AP(R, C), including the
definition of almost periodicity, leads to the following new definition of the
space AP(R,C). Namely, AP(R,C) is the closure in BC(R, C) of the linear
manifold 7-complex, with respect to the norm (24).

This last definition (or characteristic property) of almost periodicity
(Bohr), is conducing us to various generalizations of the space AP(R,C).

The space of almost periodic functions in the sense of Stepanov is the
closure in the space M(R,C) of locally integrable functions from R into C,
such that

t+1

sup /]f(s) |ds; teR p < My < oo, (25)
t

with respect to the norm (16) that, so far, has been used only on 7.

The properties of the norm (16) are easily established on M(R,C). It
turns out that this closure is identical to the complete metric space obtained
by completing the normed space T-complex, with respect to the norm (16).

The space of Stepanov almost periodic functions, as defined above, is
denoted by S(R,C), and its norm by |- |g. It is understood that | f|s = | f]|r,
for each f € S(R,C).

Another space of almost periodic functions, known as Besicovitch’ space,
can be obtained by taking the closure in M(R, C) of the linear manifold 7-
complex. Equivalently, we can say that we take the completion of the normed
space T-complex, with respect to the Euclidean norm || - ||2, given by (14).
But our 7-complex || - ||2 is the same as | - |, and | - o4 makes sense on
the whole Marcinkiewicz space, which consists of classes of equivalent locally
integrable functions, such that f = ¢ iff |f — g|pm = 0.
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The details in regard to the Marcinkiewicz space can be found in our
book [5]. The elements of the space Ms(R, C), obtained from M(R, C) as the
factor space with respect to the manifold £ given by |z|p = 0 are actually
the elements of the the Besicovitch space, also denoted by AP»(R,C) or
B?(R,C).

The norm on B?(R,C) is given by extending (17), i.e.:

1
2

L

(20)~1 / ORAE (26)

-/

|flm =

lim
{—00

There are other generalizations of almost periodicity. For instance, one
can use instead of the number 2 in (26), any number p, 1 < p, obtaining the
spaces BP(R, C).

Also, in case of Stepanov almost periodicity, as defined above, one can

use the norm:
t+1 1/p

Flsv = sup / F(s)Pds: teRS
t

obtaining the Stepanov space SP(R,C). It is easily checked that SP C S,
p > 1, which allows us to concentrate the investigation on the space S, the
richest among the Stepanov’s spaces of almost periodic functions.

We will return now to the norms defined by formula (14). We have
examined above the case p = 2, which leads to the Besicovitch type of almost
periodicity, i.e., the space B%(R,C) = AP(R,C), corresponding to p = 2.

The case p = 1, leads to the space AP;(R,C) which, I think, it should
bear the name of Henri Poincaré, due to the fact that in his treatise [16] one
finds the series

o
Ft) =" Apsint, teR, (27)
k=1
similar to the complex one (19), for which the coefficients fx, h > 1, one
determined by (see (20)) the formula

¢
fi = Jim ¢t / f(t)sin \gtdt| . (28)
— 00
0

Of course, a convergence requirement must be made for the series in
)
(27), and the most common case encountered in applications is

S 1l < o, (20)
k=1

similar to (20), assuring the uniform convergence for (27) on the whole R.
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The space AP;(R,C) of almost periodic functions, corresponding to
p = 1 in the norms (14), being representable by the series (19), with absolute
convergence and {Ay; k > 1} C £*(C), is endowed with the norm

[F(0) = Akl < 0. (30)
P

What about the spaces obtained by choosing p € (1,2) in formula (14)?

The space AP, (R,C), 0 < r < 1, will be the closure of T-complex, with
respect to the norm (14), for p =r.

These spaces are contained in AP»(R, C), and everything true for AP,
will be also true for AP,, 1 < r < 2. But such spaces have not been in-
vestigated so far, and their investigation is an open field. For instance, by
the completion of T-complex with respect to the norm |f|., do we obtain
functions (which is obviously true for » = 1), or classes of functions like in
the case r = 2 (the Besicovitch space B?(R,C)). Further considerations will
be subsequently made when sketching the Fourier Analysis of the almost
periodic functions.

4. Fourier series of an almost periodic function

An important aspect of the theory of almost periodic functions is the
fact that to each almost periodic function, belonging to the classes/spaces we
have defined, one can associate a Fourier series which allows the construction
of the generating function.

The key ingredient in defining the Fourier series corresponding to an
almost periodic function is the existence of the mean value attached to such
functions. The mean value is introduced by means of the formula

l
M{f} = lim |(20)" / F(t)t| (31)
e

and the proof of the existence of the limit relies on the representation formula
(repetition)

f@)=T.(t) +re(t), teR, (32)

in which T.(¢) is a trigonometric polynomial of the form (11) — in complex
notation. When we deal with real valued almost periodic functions, 7 (¢) will
be of the form (13), involving only the sine function.

As seen in Section 3 above, we obtain various classes of almost periodic
functions, depending on the manner we request the property r. — 0 (i.e.,
what norm/seminorm we are using to ,measure“ r.). In formula (23) we
assumed sup{|r:(t)|; » € R} — 0 as ¢ — 0+, obtaining the Bohr almost
periodic functions. In case of Stepanov almost periodic functions the required
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condition for 7.(¢) is written in the form (25)
t+1
|re|ar = sup /|r6(s)|ds; teRp —>0ase—0+.
t

For Besicovitch almost periodic functions the condition will look
|relpm — 0 as e — 0+,

which means that we are using the norm in Marcinkiewicz space (see (26)).
Actually, the discussion can be simplified if we consider the Besicovitch
space B corresponding to p = 1, in which

L
iz = limsup 4 207" [ If()lar (33)
{—00
—¢

This space is richer than B?, and contains the Stepanov space S.

Therefore, if one proofs that the existence of the limit in (31) follows
from (33), one obtains the existence of the mean value for all classes of almost
periodic functions introduced in this paper. The proof is rather elementary
and can be found in the references [2] and [5].

Remark. The inclusion B? C B follows from the integral inequality

. . !
(20)! / Felds < (2071 |20 / F(s)Pds| =
ey —L

1

2

l
= o / 1£(s)[2ds
e

The inclusion S C B can be easily established and we invite the reader
to prove its validity.

Hence, for each f € B, there exists the mean value M{f}, defined by
(31). M{f} is a linear functionl defined on B, and a basic property is the
following:

For each f € B, M{f(t) exp(—iAt)} # 0 only for a set of values of A € R
which is at most countable.

The real numbers i, k£ > 1, such that

ar = M{f(t) exp(—idit)} # 0, (34)

are called Fourier exponents of the function f, and ap, £ > 1, are called
Fourier coefficients of the function f.
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One writes
o0

f(t) ~ Z ar exp{izgt}, (35)
k=1
with A\, ax, k > 1, as defined above, the series in the right hand side of (35)
being called the Fourier series associated to f(t).

When the series in (35) is uniformly convergent on R, then the sign
~ can be replaced by the = sign. This situation occurs for sure when
fe AP (R,C).

The Fourier series of an almost periodic function has numerous prop-
erties, among them being the following ones:

1. The Fourier series is uniquely determined by the generating function.

2. The Fourier series of an almost periodic function f(¢) allows to
,construct“ the function (or the class of equivalent functions in case like
B or B?).

Actually, one proves the existence of a sequence of trigonometric poly-
nomials, formed by using the Fourier coefficients and exponents of the series
in (35), which converges (uniformly or in another norm) to the generating
function f(t). See references [4], [5], [8], [13] for details.

As a historical note, we point out that the prototype of this kind of
result is the well-known Fejér theorem, stating that the sequence of arith-
metic means (Cesaro) of the Fourier series, attached to a continuous periodic
function, converges uniformly to the generating function.

3. The Fourier series can be associated to many generalized types of al-
most periodic functions, being always sufficient to characterize the generating
function.

We shall mention the functions with values in a Banach space, the ge-
neralized functions (distributions) and the functions defined on groups (other
than R). The references [1], [2], [4], [8], [13] contain a wealth of results on
the Fourier series and their role in the theory of almost periodic functions
(in various senses).

The centuries old problem of convergence of trigonometric series is cer-
tainly strongly related to the general theory of almost periodicity. Progress
is still to be expected in this direction.

5. Almost periodic oscillations and waves

In this last section of the paper we want to answer the question formu-
lated in the title of this paper: what can Sine function do for us?

Besides the elementary examples, presented in the Introduction, in
which the motion of the harmonic oscillator has been shown to be fully
described by means of Sine function, there are examples of more complex
dynamical systems possessing almost periodic motions. We shall illustrate
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this feature by considering systems described by quasi-linear ordinary diffe-
rential equations, of the form

#(t) = Az(t) + f(t,2(t), t € R, (36)

where z : R — R", A € L(R",R"), f: R x R" — R", the term f in (36)
being ,,small“ in a precise sense.

The following result can be found, with full proof, in many sources.
See, for instance, [4], [5], [7], [10], [13], [14]. In [5], a more general case is
considered, when A = A(t) € AP and f is an operator acting on AP(R,R").

Consider the differential equation (36), under the following assumptions
on A and f:
1) A € L(R™,R") satisfies the condition

det(A—A) =0= ) #iw, w € R; (37)
2) f(t,x) is Lipschitz continuous in x,

[f(t,x) = f(t,y)| < Llz —yl, (38)

for any x,y € R"*, with L > 0 sufficiently small;

3) f(t,z) € AP(R,R"™) for each x € R", the dependency on x being
uniform in any bounded set of R™.

Then equation (36) has a unique solution x € AP(R,R"™).

Remark. The proof of the result above can be carried out by the
classical method of iteration (successive approximations), the process being
defined by the relation

F1 () = Az () + f(t(8), k> 1.

Each approximant xy(t) satisfies a linear equation of the form

y(t) = Ay(t) + fu(t),

with fr € AP(R,R") (one can start with x;(t) = 0).

Equation (36) describes a kind of motion in which we have n degrees
of freedom in the system. The above result illustrates the fact that oscil-
lations are present in the motions of such systems. Obviously, they can be
represented by Fourier series of the form (see formula (13))

(o)
2(t) =Y apsin(Agt + 6p),
k=1
i.e., the Sine function helps us again to describe the oscillators motion.

A valuable reference in regard to the almost periodic oscillations is the
book [12] by C. Hayashi, in which a whole chapter is dedicated to electrical
circuits. Such a reference is seldom encountered in technical literature where
almost periodic oscillations are avoided. Experimental data are dealt with.
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We shall illustrate now the occurrence of almost periodic waves, consi-
dering the classical wave equation

U = a*ugy, t,z € R, (39)

with a single spatial dimension (x € R).

In (39), u = u(t, ) can be interpreted in many ways. If we consider the
transversal vibrations of an elastic string, which at rest occupies the segment
0 < z < ¢ on the z-axis, then u(t, ) represents the elongation of the point
with abscissa x, at the moment ¢t. The domain in which we consider the
equation (39) is then given by

D ={(t,x); teR, z€]0,0]}. (40)

Physically, we should look only at ¢ > 0, but it does not make any
analytical difference if we let ¢ € R.

It is generally known that a solution of (39) will be determined by the
initial conditions

u(0,2) = f(x), u(0,2) = g(x), = €[0,4], (41)

as well as by some boundary conditions at the end points x =0 and =z = /.
We shall associate to (39) the boundary value conditions

u(t,0) =0, ug(t, ) + hu(t,f) =0, t € R, (42)

where h > 0 is a constant.
The usual method of separation of variables leads to the solution (for-
mally)

u(t,z) = Z (Ak cos a\/gt + By, sin cu/ﬁt) sin+/ A\ z, (43)
k=1

where Ak, Ax, Br, k> 1, have the following meaning;:

— A\ are the eigenvalues of the Sturm-Liouville problem y” + Ay = 0,
y(0) =0, y'(0) + hy(0) = 0;

— Ay, B, /), are the coefficients of f and g, with respect to the
(orthogonal) system of eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem, i.e.,
{sin g x; k> 1}.

Let us point out that the series (43) can be rewritten in the form

u(t,x) = i O sin (amt + 5k) sin /A .
k=1

Under adequate conditions which we do not mention here, the series
(43) has convergence properties that allow us to claim that (¢, z) from (43)
is a solution (or a generalized solution!) of our problem. For details and
validity of the above statement, see our book [5].

It remains to examine the almost periodicity of the function wu(t,z),
given by (43), regarded as a function of ¢. More precisely, we need to deal



C. CORDUNEANU, WHAT CAN SINE FUNCTION DO FOR US? 283

with the map ¢ — wu(-,z), from R into the function space consisting (for
instance) of all L2-functions on [0, /], with real values. This is known as
1
2

¢
Lebesgue’s space L2([0,4],R), with the norm x — / z(s)|? ds
0

Since any partial sum of the series (43) is a trigonometric polynomial
with coefficients in L2([0, ¢], R), and

E n 2 n
/{Z (Akcos \/ECUH—Bksina\/Et) sin /\kx} dr < Z(A%—FB,%),
k=m

0 k=m

there results, on behalf of the Bessel inequality for the coefficients Ay respec-
tively By, that the series in (43) is convergent in the space L2([0,¢], R). There-
fore, the sum of the series is an almost periodic function (Bohr-Bochner) in
t, with values in L?([0, /], R).

Remark. A somewhat stronger result is given in our books [4], [5],
where equation (39) is substituted by a more general one, namely

= 5 o) 52| =~ ate

The above considerations, on equation (39), can be summarized as fol-
lows:

Assume that equation (39), under initial conditions (41) and boundary
conditions (42), is such that f,g € L*([0,4],R).

Then the solution u(t,x), given by the series (43), is an almost periodic
map from R into L?([0,],R).

Finally, in concluding this paper, we can infer the fact that the Sine
functions is the primary ingredient in describing mathematically almost pe-
riodic oscillations and waves.

This last sentence is the answer to the question we formulated in the
title of this paper.
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Proprietati ale punctului intermediar
din teorema de medie a lui Lagrange
DoOREL I. Ducal)

Abstract. If the function f : I — R is differentiable on the interval I C R,
and a € I, then for each x € I\{a}, according to the mean value theorem,
there exists a point c¢(x) belonging to the open interval determined by x
and a, and there exists a real number 6(z) € (0,1) such that

f(@) = f(a) = (@ —a) [V (c(x))
and
f@) = f(a)=(z—a)fV (a+(x—a)f ().
In this paper we shall study the behaviour of the numbers ¢ and 6, when
x approaches a.

Keywords: intermediate point, mean-value theorem.
MSC : 26A24.

1. Teorema de medie a lui Lagrange

Teorema de medie a calculului diferential sau teorema cresterilor finite
sau teorema de medie a lui Lagrange este una din teoremele de baza ale calcu-
lului diferential; ea este frecvent atribuita lui Joseph Louis Lagrange (1736-
1813) in special in cartile din Europa. Oricum prima afirmatie — in forma
moderna — a teoremei de medie apare in lucrarea [4] a renumitului fizician
André-Marie Ampére (1775-1836). In acea lucrare, Ampére foloseste ideile
lui Lagrange relative la reprezentarea functiilor prin serii Taylor. Trebuie, de
asemenea, facuta observatia ca Ampeére foloseste in demonstratia teoremei de
medie afirmatia, care astazi se cunoaste a fi falsa, si anume ca orice functie

Bolyai, Cluj-Napoca, dorelduca®@yahoo.com

Stability, Oscillations, Time-Lags, Academic
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continua este derivabila, cu exceptia, eventual, a unui numar finit de puncte.
Dupa 15 ani, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) demonstreaza teorema de
medie aproximativ in aceleasi conditii (vezi [15], pag. 113). Astazi teorema
de medie a lui Lagrange se enunta, de obicei, iIn urmatoarea formulare:

Teorema 1 (teorema de medie, teorema cresterilor finite, teorema lui
Lagrange, teorema de medie a lui Lagrange). Fie a si b doud numere reale
astfel incat a < b si f:]a,b] - R. Daca:

(i) functia f este continua pe |a,b|;

(ii) functia f este derivabila pe (a,b),
atunci ezistd cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat

f) = f@)=(b—-a)fD(e). O (1)

Egalitatea (1) se numeste formula cresterilor finite.

Punctul ¢ se numeste punct intermediar.

Exemplul 2. Fie a,b € R cu a < b. Pentru functia f : [a,b] — R
definita prin

f(z) =2, oricare ar fi x € [a, ),

b
existd un singur punct ¢ € (a,b), si anume ¢ = a4 astfel incat (1) sa fie
adevarata. O
Exemplul 3. Fie a,b € R cu 0 < a < b. Pentru functia f : [a,b] - R
definita prin

1
f(x) = —, oricare ar fi x € [a,b],
x

existd un singur punct ¢ € (a,b), si anume ¢ = Vab, astfel incat (1) sa fie
adevarata. O

Exemplul 4. Pentru functia f:[—1,1] — R definita prin
f(x) = 23, oricare ar fi x € [-1,1],
-1

. 1
— Sl Cg = —,
BT

existda exact doua puncte ¢ € (—1,1), si anume ¢; = astfel

incat (1) sa fie adevarata. O

Exemplul 5. Daca n > 1 este un numar intreg, atunci pentru functia
[ [-nm,nr] — R definita prin

f(z) = cosx, oricare ar fi x € [—nm, nwl,
exista exact 2n — 1 puncte ¢ € (—nmw,nw), $i anume
c, =km, ke[-n+1,n-1],

astfel incdt (1) sa fie adevarata. O
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2
Exemplul 6. Pentru functia f : [O, ] — R definita prin
T

0, daca x =0
= 1 2
f(z) xrsin—, daca x € (0, ] ,
x s

2
exista o infinitate de puncte c € (0, ] , printre care
T

2
(4dk+1) 7’

astfel incat (1) sa fie adevaratd. O

k eN,

C —

Relativ la unicitatea punctului intermediar, are loc urmatoarea afir-
maftie.

Teorema 7 (teorema de unicitate a punctului intermediar). Fie a gi b
numere reale astfel incit a < b gi f : [a,b] — R o functie continua pe |a,b]
si derivabild pe (a,b). Dacd functia f(V este injectivd pe (a,b), atunci existd
un singur punct ¢ € (a,b) astfel incat

F(b) = fla) = (b—a)f P (e).
Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca
exista doua puncte diferite ¢; si co, apartinand intervalului (a, b), astfel incat

F) = fla) = (b—a)fD(er)
si
Fb) = f(a) = (b—a) fD(ca).

De aici urmeaza cid (M) (c1) = f(M(cz). Deoarece f(1) este injectivi deducem

ca c1 = cg, care contrazice ¢ # ca. O
Sa observam ca daca notam cu
c—a
0= b—a’
atunci
e (0,1), c=a+(b—a)d
si obtinem

f0) = f(a) = (b—a)fP(a+ (b—a)f).
Urmeaza ca teorema de medie a lui Lagrange poate fi formulata si in
modul urmator:

Teorema 8 (teorema de medie, teorema cregterilor finite, teorema lui
Lagrange, teorema de medie a lui Lagrange). Fie a si b numere reale cu a < b
si f:[a,b] = R o functie care satisface urmdatoarele conditii:

(i) functia f este continua pe [a, b];
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(ii) functia f este derivabild pe (a,b).
Atunci exista cel putin un numar real 6 € (0,1), astfel incat
f(0) = fla) = (b—a)fP(a+ (b—a)f). O (2)
Exemplul 9. Fie a,b € R cu a < b. Pentru functia f : [a,b] — R
definita prin
f(z) =%, oricare ar fi x € [a, b),
1
existda un singur numar real 0 € (0,1), si anume 6 = 2 astfel incat (2) sa fie
adevarata. O
Exemplul 10. Pentru functia f : [-1,1] — R definita prin

f(x) =23, oricare ar fi x € [~1,1]

3—+v3
exista exact doud numere reale 0 € (0,1), si anume 61 = G\f §t
3 3
O = +6f’ astfel incat (2) sa fie adevarata. O

Exemplul 11. Daca n este un numar natural, atunci pentru functia
[ [=nm,nr] — R definita prin

f(z) = cosx, oricare ar fi x € [—nm, nwl,
exista exact 2n — 1 numere reale 6 € (0,1), si anume

k+n
0, = ——
K 2n

astfel incat (2) sa fie adevarata. O

, ke[-n+1,n—1],

2
Exemplul 12. Pentru functia f : [0, } — R definita prin
T

0, dacaxr =0

= 1 2
f(z) rsin —, dacazx € <0, } ,
T

x
exista o infinitate de numere reale 0 € (0,1), printre care

0% keN,

4k +1
astfel incat (2) sa fie adevarata. O
Urmatoarea teorema da o conditie suficientd pentru ca numaéarul real
6 € (0,1) din teorema 8 sa fie unic.
Teorema 13. Flie a si b numere reale astfel incita < b si f : [a,b] = R
o functie continud pe [a,b] si derivabild pe (a,b). Dacd functia f(Veste in-
jectiva pe (a,b), atunci exista un singur numdar real 0 € (0,1) astfel incat

f) = fa) = (b—a)fP(a+ (b—a)d).
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Demonstratie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca
exista doud numere reale 61,05 € (0,1), 81 # 05 astfel incat

f(0) = f(a) = (b—a)fP(a+ (b—a)br)
si

F0) = f(a) = (b—a)fP(a+ (b—a)bs).
De aici urmeazi ca () (a + (b—a)by) = fD(a + (b — a)by). Intrucat )
este injectiva deducem ca a + (b — a)f; = a + (b — a)f2, de unde obtinem ca
01 = 0y care contrazice 61 # 0s.

2. Precizari ale pozitiei punctului intermediar

Pentru anumite clase de functii f : [a,b] — R, continue pe [a, ] si deri-
vabile pe (a,b), pozitia punctului intermediar ¢ € (a,b) din teorema de medie
a lui Lagrange se poate preciza. Astfel

Lema 14. Dacd a si b sunt numere reale astfel incat a < b, atunci
pentru functia f : [a,b] — R, definita prin

f(z) = 22, oricare ar fi x € [a, b],

avem

a+b <0

a<c=

Demonstratie. Afirmatia se verifica imediat (vezi exemplul 2).

Prin urmare, pentru functia din lema 14, punctul intermediar din teo-
rema de medie a lui Lagrange este media aritmetica a capetelor intervalului
pe care consideram functia.

Lema 15. Daca a si b sunt numere reale astfel incat 0 < a < b, atunci
pentru functia f:la,b] — R, definita prin

1
flx) = = oricare ar fi x € |a, b,

avem

b
a<c=\/%<a—2|— .

Demonstratie. Afirmatia se verifica imediat (vezi exemplul 3).
Merita sa retinem ca pentru functia din lema 15, punctul intermediar
din teorema de medie a lui Lagrange este media geometrica a capetelor in-
tervalului pe care consideram functia.
Lema 16. Daca a si b sunt numere reale astfel incat 0 < a < b, atunci
pentru functia f : [a,b] — R, definita prin
f(z) =Inz, oricare ar fi x € [a,b],

avem

Vb + b3 b
avb+ \/5< Lot

Trrva T2 @
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Demonstratie. In baza teoremei de medie a lui Lagrange, exista un
punct ¢ € (a,b) astfel incat (1) sa aiba loc, adica sa avem

1
Inb—Ina=(b—a)—,
c
de unde deducem ca
B b—a
‘T hb—Ina

Urmeaza ca inegalitatile (3) sunt echivalente cu relatiile

avb+b¥a b—a a+b
< < ,
Vb + a Inb—Ina 2

adica cu relatiile

b b
vh+ b_y 1 b
a a_a <-(1+2).
i/? b 2 a
,_i_l hl*
a a

~ b .
Intrucat — > 1, deducem ca este suficient sa aratam ca
a

Vit o t—1 1
\Sf\/;Il < . < 3 (1+1t), oricare ar fi t € (1,400).

Vom demonstra ca, pentru orice t € (1, +00) avem

(B -1)(t+1)

t—1
2—— <Int si 3lnt<

t+1 3+t
Pentru aceasta consideram functiile g, h : [1,+00) — R definite prin
t—1
t)=Int —2——
g(t)=Int—2-——,
t3—1)(t+1
piy= E-DEED gy
34+t
oricare ar fi t € [1,+00). Deoarece
t—1)?
Jgt) = M > 0, oricare ar it > 1,
5 +6t1+13+3t2+ 1
n' (t) = Ot +2 + > 0, oricare ar it > 1,
(t3+1)

deducem ca functiile g si h sunt strict crescatoare pe [1,4+00). Asadar, pentru
orice t € (1,+00), avem

gt)>g(1) =0 si h(t)>h(1)=0.

Lema este demonstrata.
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Merita sa retinem ca pentru functia logaritm natural punctul interme-
diar din teorema de medie a lui Lagrange este In prima jumatate a intervalului
[a,b] C (0,+00) pe care consideram functia.

T

Lema 17. Dacad a $i b sunt numere reale astfel incat 0 < a < b < 5
atunci pentru functia f : [a,b] — R definita prin

f(x) =sinzx, oricare ar fi x € [a, ],
avem
a+b< <a+b+b—a (@)
c —
2 2 V12

Demonstratie. In baza teoremei de medie a lui Lagrange, exista un

punct ¢ € (a,b) astfel incat (1) sa aiba loc, adica sa avem

sinb —sina = (b — a) cosc,

de unde deducem ca

sinb—sina  sind a+b do d b—a€<0 ’N}
= = 1 = —_
cosc T 4 cos > , unde 5 7
Intrucét
cos% < s12u < 1, oricare ar fi u € (0, g) ,
obtinem
b—a a+b < < a+b
cos cos cos ¢ < cos
2v/3 2 2
Deoarece

cochosa+b—cos<a+b+H>
2v/3 2 2 2y3)°

T
tinand seama de faptul ca functia cosinus este strict descrescitoare pe [0, 5] ,

rezulta (4).

Merita sa retinem ca pentru functia sinus punctul intermediar din teo-
rema de medie a lui Lagrange este in a doua jumatate a intervalului
[a,b] C (0, g) pe care consideram functia.

Urmatoarea afirmatie, datorata lui Al. Lupas, [17], precizeaza pozitia
punctului intermediar intr-un cadru mai general:

Teorema 18. Fie a,b numere reale cu a < b gi f : [a,b] = R o functie
care satisface urmdatoarele proprietati:

(i) functia f este derivabila de trei ori pe [a,b];

(ii) functia f©) este continud pe [a,b];

(iil) f@(z) # 0 # fO)(x), oricare ar fi x € (a,b).

Daca ¢ € (a,b) este un punct intermediar din teorema de medie a lui
Lagrange, atunci urmdatoarele afirmatii sunt adevdarate:
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19 Dacd
£ () f3) (2) > 0, oricare ar fi x € (a,b), (5)
atunci 0 0
a+b -1 a) + b
£l oo () (f @+ ()),
20 Daca
F3 (z) O (2) <0, oricare ar fi z € (a,b),
atunct

(f(1)>‘1 (f(l) (a);rf(l) (b)) <ec< a;rb'

Demonstratie. 1° Fie ¢ € (a,b) un punct pentru care avem
f)=fla) .
i) Si presupunem ci pentru orice z € [a,b] avem f) (z) > 0. Atunci
functia f(1) este strict crescitoare pe [a,b] si deci injectivi pe [a,b].
Pe de alt# parte, din (5), deducem ci f®)(x) > 0, oricare ar fi = € [a, b]

si deci functia f() este strict convexd. Urmeazi ci functia f(V) satisface
inegalitatile lui Jensen-Hadamard pentru functiile convexe

b
£ <a+b) . / 10 () do < S@ TV )
b—a '

2 2

Intrucét

b
[ 0w = LO=L g,

deducem ca

1) 1)
FO (“‘2“’> < 10 (e) < S (a);fl ()

De aici urmeaza ca

a - a )
;b <ec< (f(1)> ! (f(l)( )-2Ff(1 (b)>.

ii) Dac# pentru orice z € [a, b] avem f) (z) < 0, atunci f() este strict
concavii si f®) (x) < 0, oricare ar fi z € [a, b] etc.

20 Aceastd afirmatie se demonstreaza similar.

Merita retinut ca, in ipotezele teoremei 18, punctul intermediar ¢ din
teorema de medie a lui Lagrange este in a doua jumatate a intervalului [a, b]



292 ARTICOLE

daca are loc ipoteza de la afirmatia 1°, respectiv in prima jumé&tate a inter-
valului [a, b] dac# are loc ipoteza de la afirmatia 2°.
V3

Lema 19. Dacad a si b sunt numere reale astfel incat 0 < a < b < 50

atunci pentru functia f : [a,b] — R definitda prin
f(z) = arctanz, oricare ar fi x € [a, ],

punctul intermediar ¢ € (a,b) din teorema de medie a lui Lagrange are pro-
prietatea ca

a+b va? + b?
5 <C<T.

Demonstratie. Se aplica teorema 18.

Lema 20. Fien > 2 un numdr natural, a,b € R cu 0 < a < b g1
f :a,b] = R definita prin

f(x) = 2™, oricare ar fi x € [a,b].

Punctul intermediar ¢ € (a,b) din teorema de medie a lui Lagrange are
proprietatea ca

a+b< <na”+b”
c )
2 2

Demonstratie. Se aplica teorema 18.

Lema 21 (D. Pompeiu). Fie a,b € R cua < b sias, az a1, ap € R.
Pentru functia f: R — R definita prin

f(z) = a3x® + asx® + a1x + ag, oricare ar fi = € R,

existd un subinterval [a*,b*] C (a,b) astfel incit a* < ¢ < b*. Mai mult,
subintervalul care are cea mai mica lungime are extremitatile
. a+b b—a a+b b-a

= b*:
“ 2 5 5 T3

w, unde w =

“|%

.0 (6)

Intervalul [a*, b*], unde a* si b* sunt dati de (6), se numeste intervalul
de contractie pentru polinoame de gradul al treilea.
Semnificatia geometrica este urmatoarea: intervalul in care se gaseste

V3

punctul intermediar ¢ se contracta de la b —a la w(b—a). Numarul w = —

se numeste coeficientul de contractie al polinoamelor de gradul al treilea.

Observatia 22. Intervalul de contractie pentru polinoamele de gradul

al treilea nu poate fi imbunatatit. Intr-adevdr pentru functia polinomiala
f:R = R definita prin

F)= (-

a+b
2

3
> , oricare ar fi x € R,
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exista exact doud puncte intermediare ¢ care verifica formula cresterilor fi-
nite; acestea sunt ¢y = a* gi co = b*, unde a* §i b* sunt date de (6).
Problema determinarii intervalului de contractie, a fost abordata de mai
multi matematicieni: P. Sergescu [26], L. Teodoriu [31], L. Tchakaloff [28],
[29], Gh. Mihoc [19], [18], N. Cioranescu [7], E. Abason [1], [2], [3] etc.
Lema 23 (1. Tchakaloff). Fie a,b € R cua < b i ap, ap_1,..., a,
ag € R. Pentru functia f:R — R definita prin

f(@) = apz™ + an_12"' + ... + a1 + ag, oricare ar fi x € R,
exista un subinterval [a*,b*] C (a,b) astfel incat punctul ¢ din teorema de

medie a lui Lagrange este in intervalul [a*,b*]. Mai mult, subintervalul care
are cea mai mica lungime are extremitatile

b b-— b b-—
PR L e N &l L
2 2 2 2
unde w este cea mai mare radacind a polinomului P,, a lui Legendre, de

1
gradul m = [n—;] .a
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Inequalities Derived Using Telescopic Sums

J. L. DiAZ-BARRERO and J. GIBERGANS-BAGUENAY)

Abstract. Telescopic sums and classical inequalities are used to derive
some discrete inequalities. Finally, a rational sum is considered and a
numerical inequality is also obtained.

Keywords: Classical inequalities, telescopic sums, discrete inequalities.
MSC : 26D15

1. Introduction
Many occasions in everyday life as well as in mathematics require to

compute the sum of the first n terms of a given sequence {a,},~,. What
n

is wanted is a close expression for Zak, but there is no formula for the

k=1
preceding sum unless the terms of the sequence are formed according to some

pattern. A sum in which subsequent terms cancel each other, leaving only
initial and final terms is called a telescopic sum [1]. Telescopic sums have
many applications in Analysis, Topology, Probability and Statistics ([2], [3],
[4]). Our goal in this paper is to use them jointly with classical inequalities
to derive some elementary discrete inequalities.

2. The Inequalities

In what follows, telescopic sums are used as a technique to obtain new
inequalities. We begin with

Theorem 1. Let n be a positive integer and let a1, as, . . . , ap be positive
numbers. Then
n (7( k)l 2
arC(n, k)2
1+ E k2 - 5| <27,
— I+ai+...+a;

where C(n, k) = <Z>, 1<k<n.
Proof. Let ¥ = a“ 55 (122 5o 5 C;"
14+a5 1+ aj+ a3 14+as+a5+...+a?
and ¥ = (C(n, 1)%,C(n, 2)%,...,C(n,n)%>. Applying the inequality of
Cauchy-Buniakovski-Schwarz we obtain

" almk)t (L : "
apL(n, k)2 ap n
(Zl—l—a%_‘_"'—'—a%)§<Z(1+a%+...—|—ai)2><§ :C( vk)) (1)

k=1 k=1 k=1

D Applied Mathematics I1I, Universidad Politécnica de Catalunia, Barcelona, Spain,
jose.luis.diaz@upc.edu, jose.gibergans@upc.edu
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We claim that

2 2 2
a1 ag anp,
— ) =] +...F < 1.
<1+a§> <1+a%+a§> <1+a%+a§+...+ag>

2

1
Infact,%zl—ﬁ,andferSkSn,
(1+a%) 1+ay
@ _
(1+a+...+a2)’ (1+d+...+a} ) (1+a}+.. +a})
1 1

T l4add .. td, 1+d ... +dd
Adding the preceding expressions, we get

n

Z a% <1 1

1+ a? I e R
i (Itai+... +af) 182

as claimed. From (1) and taking into account the well-known identity

> Cln,k)=2"—1,
k=1

we get,
n 1 2 n 2 n
C(n,k
(Zl ak2 (n, )2 2) < <Z . ar : 2) (ZC(n,k)) <9on_1
e ol +af+.. +ai)”) \io
from which the statement follows and the proof is complete. O

An inequality involving the terms of a recurrent sequence is given in
the following:

Theorem 2. Let (an)n21 be a sequence of real numbers defined by

1
a1 =3, a2=>5and for alln >3, apy1 = 5 (a,z1 + 1). Then

n a 2 1
k 2
E y— <= E ay..
(k——l k 1> 2 k=1 *

n
Proof. We claim that
roo e claim tha ;ak

1
< 3 for 1 < k < n. Indeed, from

1 1
ak+1—1:§(a%—1) =5 (ax+1)(ax — 1)
valid for all £ > 1, we have
1 2 1 1

akH—l:(ak—i—l)(ak—l):ak—l_ak—i—l
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and

1 1
ak—i-l_ak—l ak+1—1.
Adding up the preceding identities for 1 < k < n yields

n

) PR S (0 S (N S N D
k—1ak+1— a1 —1 as—1 as—1 az—1

N 1 1 1 L1
an—1 apy1—1) 2 api—1 2

Applying Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality to the vector

1 1 1
U = (a1,a9,...,a,) and ¥ = we get
(17 29 ) n) \/a1+17\/a2+17 ) CLn+1 g
k 2
_— < a a?
and the proof is complete. O
Now, an inequality with constraints is presented.
Theorem 3. Let ay,as,...,a,4+1 be positive numbers such that
>
2
k=1 A1
Then

n k
ZH&? 24&1(1—a2a3-...-an+1).

k=1 j=1
Proof. Applying Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality to the vector
1 1 1
U = (a1,a1az,...,a1az2...a,) and U = (, — .., ) yields
az ag An+1

N

(Z z ) G
k=1 +1

= 4 (1 = ajyq).

Zialamm'ak < (Z(al-...-ak)2>

a
k=1 kt1 k=1

On the other hand, from (2aj4; — 1)* > 0, we have
Ak+1
Multiplying both sides of the last inequality by aias ... ax yields

ajag ...ag
Ak+1
valid for 1 < k < n. Adding up the preceding inequalities, we get

n
>

a
k=1 k+1

>4 (aray...ap —a1a2 ... Q1)

>4 E a1a2 ak—alag...akﬂ) :4(a1 —alag...an+1).
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Taking into account the last inequality and the constraint condition,
from (2), the statement follows and tge proof is complete. O

In the sequel, two numerical inequalities are derived. We begin with
Theorem 4. Let n be a positive integer. Then

2
n
- ()
> 5>
=0 on—1 n+1
k

Proof. Let U = (ag,a1,...,a,) and v = (1,1,...,1), where for
n

k

Schwarz inequality we get

0<k<nisa = Taking into account Cauchy-Buniakovski-

(ap+ar+...+ap)? < (n+1)(ad+a}+...+d2)

from which immediately follows that:

Y R O (Y 1 D

2 = _
= (2n—1 n+1 — 2n — 1
k k
On the other hand, we have

(Z) (kil) Conl@n—k)! nl@n—k-1)

<2n> B ( 2n ) T (n—=k)I2n)!  (n—k-—1)I2n)

k E+1
n
n!(2n — k —1)! [Qn—k‘_n—k: k

1
2n 2n]2<2n1>'

k

 (n—k)!(2n —1)!

Therefore

- (Z) () <k+1> .y @_(nil) .y

ST I [N I NN

because < ) 0. Thus (3) becomes
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2
(&)
= k 4
2 on — 1 22 T
k=0 (<7
k

Equality holds when n = 1 and the proof is complete. ]

Theorem 5. Let n be a positive integer and let a > 1. Then

n 2k- b}

k=0

2n+1 1

a2"+1—1+n+1

1
“a—-1

Proof. Let W = (ap,a,...,a,) and v = (1,1,...,1), where for
1
2k

a +1
Schwarz, inequality we get

2
0 <k <nisa = < ) . Again applying Cauchy-Buniakouvski-

(a0+a1+...+an)2 9

§a%+a%+...+an.

n+1
Since, for all k, 0 < k < mn, is
b 2¢(a® —1) (e h1) 2k o+l
@11 &1 a2t —1 T 1 21

then the sum a3 + a? + ... + a2 telescopes. That is

Z”: 2k: 1 2n+1

2k = _ - 2n+1 _

o @ +1 a—1 a 1

from which the statement immediately follows. O

Finallly, using identities similar to the ones appeared in [5] we give a
numerical inequality involving rational sums.

Theorem 6. Let n be a positive integer. Then
1 1
1 1\° 1\°

; 11 .= 2
1<i1<n+1 1<11<2<n+1

o+ > ; g(ngl).

117 P 2
1<ir<..<in<nt+1 172 n

Proof. To prove the preceding statement we need the following Lemma:
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Lemma 1. Let n be a positive integer. Then

> o X

i
1<ii<n+4l 1 1<i;<ig<n+1

1<ii<...<in<n+1
1
(n+ 1)l
Proof. Let us denote by S the following sum:

S=1+ Y Z,l+ > L oy ! =

=(n+1)—

1<i1<n+1 1 1<i1<ie<n+1 2 1-2-...on+1
n+1 1 L (n42)!
k=1 k=1 n+ 1)
Then
1 1 1
o=+ D> =+ Y =
: 11 .= 1112 . ! 2112 ... 1p
1<ii <n+1 1<i1<2<n+1 1<i1<..<tp<n+1
1 1
= S — 1 == 1 - .
( +1-2-...-n+1> IR Py
Putting
1 1
2 2
7? . 1 1
- Z a ’ Z iqio
1<i1 <n+1 1<ii<i2<n+1

D —

2119 ... " 1
1<i1<..<in<n4+1 12 n

and ¥ = (1,1,...,1) into Cauchy-Buniakovski-Schwarz inequality and
taking into account the Lemma yields

N |=

2

1 1

D ) — | +...F
: 11 .= 1112

1<11<n+1 1<i1<i2<n+1

+ > !

1<i1<...<in<n41 1'2 n

IN

1 1 1

S n T + o + o . —"_ . . S

Z i Z i1i Z Qi ...
1<ii<n+l ' 1<ii<ia<n41 1°2 1<i1<...<in<n41 12 n
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gn(n+1)—(n:1)1<2<n;rl>

from which the statement follows.
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Approximations for a generalization of Euler’s constant

ALINA SINTAMARIANY

Abstract. The purpose of this paper is to give some sequences that con-
verge to a generalization of Fuler’s constant and to evaluate the speed of
convergence.

Keywords: sequence, convergence, Fuler’s constant, approximation.
MSC : 11Y60, 40A05.

1. Introduction
1
It is known that the sequence (D), )nen defined by D,, = 1+ 3 + -+

1
+— —Inn, for each n € N, is convergent and v = lim D,, is called Fuler’s
n—oo

n
constant (y = 0.5772...).
From the many results given in the literature regarding Fuler’s constant
~, we recall one presented by A. Vernescu [10] in Gazeta Matematica, Seria

B. He proved that

n+1<Dn—'y<%,f0reachn€N.

I Nedelcu, [3], proposed in Gazeta Matematica, Seria B, the following
problem:

1 1 1 1
Show that the sequence ( +—4--4+——-In an> 18 conver-
a1 ao an T neN

gent, where (an)nen 8 a sequence defined by a, = a + (n — 1)r, for each
n € N, with a,r € (0,400).

1>Department of Mathematics, Technical University of Cluj-Napoca, Romania,
Alina.Sintamarian@math.utcluj.ro
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In Section 2 we consider the sequence (1+1+. . .—i—i - 1 In a")
al a9 Ay, r a neN
and we denote its limit by 7(a,r). This sequence, for a = 1 and r = 1,
becomes the sequence (D, )nen. In this section we establish the existence of
v(a,r).
In Section 3 we give sequences that converge to y(a,r) quicker than
those presented in Section 2.

2. The number ~(a,r)

Theorem 2.1. Let (ap)nen be a sequence defined by a, = a+ (n—1)r,
for each n € N, where a,r € (0,400). We consider the sequences (un)neN,

(Un)n€N7 (xn)nel\b (yn)nEN and (Zn)nGN de.ﬁned by
An+41

() (e 2) T
an Qn

1 1 1 1. a
Tn=— 4 — 4t — — = In"F2
al a9 Qp, r a
1 1 1 1. ay
yn:7+7+' +——fln—,
a1 a an T a
n $”+yn_ 1_|_i ..+i_1]nVanan+1’
2 ar  a an T a

for each n € N. Then
(i) up < Upt1 < € < Upy1 < Up, for any n € N;
1 1 1
(ii) < —(Inapy1 —Ina,) < —, for any n € N;
Ap+1 r Qn
(iil) the sequences (Ty)nen and (Yn)nen are convergent to the same num-
ber, which we denote by v(a,r), and satisfy the inequalities

Tpn < Tpy1 < ’)/(CL,T‘) < Yn+1 < Yn, for each n € N;
1 1 1
(iv)0<———In (1—1—5) <7(a,r) < —=;
a r a a
. I 1
WLH&MWWM}@J—%”g&M%—vwﬂ%—%am
. 2 _ _
Jm n® (2 —(a,) = .
Proof. (i) It is well-known the Bernoulli’s inequality (1+¢)* > 1+ at,
for each ¢t € (—1,400) \ {0} and for any « € (1, +00).
We have
ant1
1+ " ' + +
Up+1 . Api1 N (an+2r> nT < an, ) nT an+7”

an ay, + 1 ap + 7

(7 r
C(ea)
Qn,
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an4r an+r
_Jan(an +2r)] 7 an+r ) r d an + 1
L (an )2 an Qp + 1 an
ap +r r Van+r
()]
T ap + 17 Qn,

for each n € N, taking into account the Bernoulli’s inequality.
Using also the Bernoulli’s inequality, we are able to write that

An41

(1 + T> ' an+r an+r
Un, an _<an+r> v (an+r> T tr

_ § _
-nt2 an an + 2r an + 2r

Un+1 r P
1+
an+1
an+r

an+r
_[ (an+7")2] Toay 4T _[1 r2 ] Toay 4T
an

an(an + 2r) an + 2r an + 2r) Gy, + 27
- 1+an+r. r? an+r:an(an+2r)2+r3>1’
r ap(an +2r) | an +2r an(an + 2r)?

for each n € N.

Of course we have that lim u, =e and lim v, = e.
n—oo n—o0

Now we are able to write that u, < up+1 < e < vpy1 < vy, for any
n € N.

(ii) According to part (i) we have the inequalities

an An41
<1+T> <e<(1+r> :
aTL an
for each n € N. Taking logarithms we obtain
“”1n<1+7"> <1< an—Hln(l—i—T),
r G r an,
for each n € N. It follows that

1 1 1
< —(Inapy1 —Ina,) < —,
Ap41 r Qn

for any n € N.

(To these inequalities we can get in the following way as well. We consider
the function f : [o, 5] — R defined by f(z) = lnz, for each = € [o, ],
where 0 < a < B. It follows, according to Lagrange’s formula of finite
increments, that there exists ¢ € («, ) such that f(8) — f(a) = f'(¢)(8—«),
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1 1 1
ie. nf —Ilna = —(8 — «). Therefore — < (Ing —Ina) < —. From
c -« Q@
here, choosing o = a,, and 8 = a,+1, we obtain that
1 1 1
< -(Inap+1 —Inay) < —,
an+1 r %9

for each n € N.)
(iii) According to part (ii) we have the inequalities

1 1
—(Inapy2 —Inayy1) <
r an+1
and ) )
< —(Ina —Inay,),
At r ( n+1 n)
for each n € N.
Using these inequalities we get that
1 1. a
Tptl — Ty = B PRI 0,
Qn+1 T Qptl
for any n € N, and
1 1 Ap+1
Yn+1 — Yn = — Zln—F <0,
Gnt1 T an

for any n € N.
At the same time

1. apt
Yn — Tp = —In
r an

>0,

for each n € N.

So, the sequence (zp)pen is strictly increasing and upper bounded,
hence convergent, and the sequence (y,)nen is strictly decreasing and lower
bounded, hence convergent.

Because nl;rlgo (yn — xn) = 0, it follows that the sequences (z,)nen and

(Yn)nen have the same limit. Denoting by ~y(a,r) this limit, we can write
that @, < p+1 < y(a,7) < Yn+1 < Yn, for any n € N.
(iv) From part (iii) we have that

11 r 1
—— (14 2) =2 <y(ar) <y =
a r a a

1 1

Clearly — — —1In (1 + f) > 0, because In(1 +t) < ¢, for any ¢t > 0.
a r a

(v) We have

lim f)/(aﬂq) — Tp+l1 — (V(aa T) B xn)
n—00 1

. Tn+l — T
— lim oAl —on

n—oo 1

1
n+l n n(n+1)
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1 1
! —llnan—u —ln<1—|— ! >
C Qi Gl T Gnat g a+nr r a—+nr :i
n—00 1 n—00 1 2%’
n(n+1) n(n+1)
taking into account that
2
r 1 (a+rz)?
1 1 r — S T T
—ZIn(1+ (a+rz) T4
lim atrx r a+rx — lim a+rx
T—00 1 T oo B 2r+1 -
z(z+1) (22 + x)?
5 (22 +2)? 1

"t 2z+1)(a+rz)?(a+r+rx) 2r
Now, according to the Stolz-Cesdro theorem ([1, pp. 72-74], [5, p. 81],
[7]), we can write that

lim n(y(a,r) — z,) = lim

FY(au 7’) — Tn
n—00 n—00 l
n

v(a,r) = xny1 — (Y(a,7) —0) 1

1 1 2r°

n+1l1 n

The others two limits can be obtained in a similar way.
Remark 2.1. If we choose a =1 and r = 1 in Theorem 2.1, then we

= lim
n—oo

a

obtain results contained in [8] and [2].
3. Approximations for the number 7(a,r)

Approximations for the number v(a,r) can be obtained using the ine-
qualities from part (iii) of Theorem 2.1. Further on we shall prove finer
inequalities which will allow us to give better approximations for v(a,r).

Theorem 3.1. Let (ap)nen be a sequence defined by a, = a+ (n—1)r,

for each n € N, where a,r € (0,+00).
We consider the sequences (an)nen and (Bn)nen defined by

11 1 1 f(a, r r?
op=—+—+-+——-In{—+ —+ ,
a1 a an T a 2a  24aay,

1 1 1 1 an, T r2
bh=—+—+4+——-In|l—+—+—7],
ar  as an, T a 2a  24aa,41

for each n € N.
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1 1
Also, we consider the sequence (0 )nen defined so that — + — +--- +
ai

a2
1 1 n . o
+———-In (a— + 9n> = (a,r), for each n € N, where y(a,r) is the limit of
an T a

1 1 1
the sequence <++-'-+—lnan> .
a T @/ neN

Then

(i) an < ant1 < y(a,r) < Pp+1 < Bn, for each n € N;

1 1
. . 3 B _ : 3 _ — .
(it) lim n*(y(a,r) —an) = ;= and lim n°(6n —(a,7)) = oo

. 4 _ Oén‘i‘ﬁn _ 97 .
m0¢gn(wmm . )—5mm,

(iv) the sequence (0n)nen is strictly decreasing, bounded and

% = 2a

Proof. (i) We have

1 1 a r 2
Otz — Qpgl = — - (2 )
Gn+a T a 2a  24aan40
1 a r r2
+—1n ntl +—F+—— )=
T a 2a  24aap4q
2

1 1 a+(n+r r r
- - (nTor T
a+ (n+ r Tn< a +2a+24a(a+(n+1)r)>+

+11 atnr r?
‘n Ty
r a 2a  24a(a+mnr))’

for any n € NU {0}.
We consider the function f : [0, +00) — R, defined by

1 1 <a+r+’r’x r r2 )

f@)=————

a+r—+rx r

+11 atre T 72

“1n ST A

r a 2a  24a(a+rz))’
T

(a+7r+rx)? -
24(a +r +rz)? —r? n
(a+r+rx)24(a+r +rx)? +12r(a+r + rz) + r?]

2a + 24a(a + 1+ rx)

for each = € [0, +00). We have f'(z) = —

24(a + rz)? —r? -

+ (a+rz)[24(a +rx)? + 12r(a + ra) +72]
1447922 + (288ar® + 194r%)x + 144a?r* + 194ar® + 37r°

" (a+ra)a+r+re)?24(a+ra) + 12r(a +re) + 2]
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1
24(a+r+rx)?2 4+ 12r(a+r +rz) + 12
for any z € [0, +00). It follows that the function f is strictly decreasing on
[0,+00). Also, we have that lim f(z) = 0. Therefore f(x) > 0, for any
Tr—00

x € |0,400), which means that a2 — a1 > 0, for each n € NU {0}, i.e.
the sequence (o, )nen is strictly increasing.
We have

1 1 2
P M

Gn+1 T 2a  24aapy2

+1 1 an, n T n 72
— n — —_— — =
r a 2a  24aap41

1 L, atnr T r? N
= —_—— n —
a+nr r a 2a  24a(a+ (n+ 1)r)

1 at+(n—Lr r r?
(-5,
i n< a Tol T 24a(a+nr) )’

<0,

for any n € N.
We consider the function g : [1,+00) — R, defined by

(2) 1 11 a+7‘9:+ T n 72 n
xTr) = — —In -
g at+rr T a 2 24a(a+r1r+712)

+1l a—r+r:17+ r n r?
il P e N T I A
r a 2a  24a(a+rz))’

for each x € [1,4+00). We have
gy = — "
g(z) = (a+rz)?

24(a +r +rx)? —r?
(a+r+rzx)24(a+rz)(a+r+rx)+12r(a+ 7+ rz) + r?] +
24(a + rx)? — r? B

+ (a+rz)[24(a —r+rz)(a +rx) + 12r(a +r2) +72]

B 1447522 + (288ar® + 94r%)z + 144a%r* + 94ar® — 1316
~ (a+rz)2(a+r+rx)24(a — 17 +rr)(a+rx) + 12r(a + rx) + 2]

1

24(a+ rz)(a+r+rz) + 12r(a + 1+ ra) + r2 >0,
for any x € [1,400). It follows that the function g is strictly increasing on
[1,+00). Also, we have that xlgrolo g(z) = 0. Therefore g(z) < 0, for any
x € [1,+400), which means that 3,11 — 8, < 0, for each n € N, i.e. the

sequence (3, )nen is strictly decreasing.
We have lim a,, = 7(a,r) and lim S, = y(a,r).
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Now we can write that a,, < any1 < vy(a,7) < Bpy1 < Bn, for any
n € N.
(ii) We have
lim Y(a,7) = any2 — (y(a, 1) — ang1) — lim —(an+2 — ant1) _ BN
n—o00 1 _ 1 n— 00 1 o 1 487"’
(n+2)3 (n+1)3 (n+2)3 (n+1)3
taking into account that
. —f(z) L —f'(z) _
AT T T3 3
(z+2)3 (z+1)3 (x+2)*  (x+1)*

. —(z+ DM+ 2)2f(2) 1
= lim = —.
z—oo 3[(z 4 2)* — (z + 1)) 487
Now, according to the Stolz-Cesdro theorem ([1, pp. 72-74], [5, p. 81],

[7]), we can write that

y(a,r) — anq1

. 3 _ _ 1 3 _ _ 1 _
Jim n(y(a,7) —an) = lim (n+1)°(v(a,r) —ans1) = lim T
(n+1)3

1 V(G’T) — Qny2 — (’Y(G’ T) _ an+1) _ 1
= lim T T =

n—oo -
(n+2)3 (n+1)3
The other limit can be obtained in a similar way.

(iii) We have

Ap41 +ﬁn+1 _ an‘i‘ﬂn . 1 .

2 2 An+1

1 An+1 r 2 1 Gn+1 T 72
— ] NN O | o0
. < + + 2r . a + 2a + 24aa,42 +

a
1 Gp T r? 1 Gp T 72
—In|—+— —In|l—+—F+—7——] =
* n<a+2a+24aan>+2rn<a+2a+24aan+1
1 1 a+nr+ r n r?
n —_— e — p—
2a  24a(a + nr)

1 (a—i—nr r r2 )
— +

a * 2a * 24a(a + (n+ 1)r)
1 —1 2
at(m-lr r r N
a 2a  24a(a+ (n—1)r)

1 a+(n—1)r+r+ 72
p(r\r= ., ., =
a 2a  24a(a+nr))’

for any n € N.
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We consider the function A : [1,+00) — R, defined by

h(z) = ! _1ln<a+raz+r+r2>_

a+rx 2 a 2a  24a(a+rx)
1 a+rx r r?

_27“1n< a +2a+24a(a+r+m:)>+

L (CHer +—+ - ) +

2r a 2 24a(a—r+rz)

S <H+m L ?“2)
2r a 2a  24a(a+rx))’

for each = € [1,+00). We have

r 24(a +rz)? —r?

Wiw) = - (a+7r2)?  2(a+rz)[24(a+rx)2 +12r(a +ra) + 2]

24(a +r +rz)? —r? N
2a+r+rz)24(a+rz)(a+r+rx) + 12r(a+r+rz) +r?
N 24(a —r +rz)? — r? N
2(a—r+rz)24(a —r+rz)?2 +12r(a —r +rz) + r?]
n 24(a + rx)? — r? _
2(a+rz)24(a —r+rz)(a+rx) + 12r(a + rz) + r?]
= [—223488rM 25 — 1340928ar'%2° + (—3352320a%r° 4 18240071 )4+
+(—4469760a3r® + 729600ar0) 23+
+(—3352320a*r" + 1094400a%r° — 2947671122+
+(—1340928a°r° + 729600ar® — 58952ar0)z—
—223488a5r° 4 182400a*r" — 29476a%r" + 338r11]-
{2(a +rx)*(a — 7 +rx)(a + 7+ r2)[24(a + rz)? + 12r(a + rz) + -
[24(a+rz)(atr+rz)+12r(atr+ra)+r?][24(a—r+rz)? +12r (a—r+rz)+1r7]:
[24(a — r + rz)(a + rz) + 12r(a + rz) + r2]} 7L,

for any = € [1, +00).
The limit can be obtained in a similar way as in the proof of part (ii).

S U N S a
(iv) We have 6,, = er(alJr“?+ Tan V(W)) — = for each n € N.
a
According to the inequalities from part (i) we can write that

r 7‘2 T T2

— — <0, < —
2a * 24aay,+1 "7 2 + 24aa,’

for each n € N.

From here it follows that the sequence (), )nen is strictly decreasing and
. T

lower bounded, and that lim 68, = —. O
n—00 2a
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Remark 3.1. If we choose a = 1 and r = 1, then in part (iv) of
Theorem 3.1 we obtain a problem proposed by B. Ramazan and L. Lazarovici
[6], problem which was solved by L. Tdth [9], proving that

1+1+ +1 1 +1+1 <7<
p— .« o 7_nn — [
2 n 2 "o ) 7

S TIPS WY (A S
2 n "2 T umr ) )

for each n € N.
Remark 3.2. The approzimations which are obtained for vy(a,r), with
the help of the inequalities from part (i) of Theorem 3.1, are quite good.
From the inequalities given in part (i) of Theorem 3.1 we obtain, from
a1 < vy(a,r) < B, for example:

1.1342... <~ (% %) <1.1614...;  1.2268...<~ (%1) <1.279...:
1.3503... < 7 (%2) < 1.4289... 0.5371... <~ (1, %) <0.5426.. .
0.5671... < ~v(1,1) < 0.5807... ; 0.6134... < ~v(1,2) < 0.6397...;
0.2598... < (2, %) <0.2607.. . : 0.2685... < v(2,1) < 0.2713... ;
0.2835... < 7(2,2) < 0.2903. ..
and, from ay < y(a,r) < B2 we get, for example:

1.1508... < 7 (% %) <1.1563...;  1.2665...<~ (%1) <1.2720... ;
1.4176... < v (%2) <1.4217...; 0.5395... <~ (17 %) <0.5414... ;
0.5754... < v(1,1) < 0.5781. .. 0.6332... < ~v(1,2) < 0.6360... ;
0.2600... < ~ (2, %) <0.2605...;  0.2697...<~(2,1) <0.2707...

0.2877... < 4(2,2) < 0.2890. ...
Theorem 3.2. Let (ap)nen be a sequence defined by a, = a+ (n—1)r,
for each n € N, where a,r € (0,400).
We consider the sequences (Ap)nen and (Bp)nen defined by

7'2 7,.2
An:an+73 G/nd Bn:ﬁniﬁ’

1 8ain 11
for each n € N, where (an)nen and (By)nen are the sequences from the enun-
ctation of Theorem 3.1.

Also, we specify that v(a,r) is the limit of the sequence
1 1 1 1
<++--~+—1na”> .
aq a9 Qg r a neN

Then
(i) Ay, < Apt1 < v(a,r) < Bpy1 < By, for each n € N;



A. SINTAMARIAN, APPROXIMATIONS FOR EULER’S CONSTANT 311

2
(i) lim n(y(a,r) = An) = TZZ)T and lisy n'(Bn = (a,7)) = 5786307"

Proof. (i) We shall use the functions f : [0,+00) — R and
g :[1,4+00) — R defined as in the proof of Theorem 3.1.
We have

T2 2

Apyo —App1 = apyo —apy + 1Ra% . A3a3 =
6LnJrB an+2

2 72

AB8(a+ (n+2)r)3  48(a+ (n+ 1)r)3

= Qpt2 — Qpt1 +

for any n € NU {0}.
We consider the function F' : [0,+00) — R, defined by

7‘2 7‘2
Fle)=f(=)+ 48(a+2r +rx)®  48(a+r+rx)3
for each = € [0,4+00). We have
r r
Flz) = f(z) - 16(a + 2r 4+ ra)* * 16(a +r+ ra)? -

= — [8864r'%2" + (62048ar'! + 72336r'%) 2% + (186144a’r'" + 434016ar'' +
+247520r'%) 254 (310240a%r° + 108504001 + 1237600ar! + 4562047'2) 2%+
+ (310240a"r® + 1446720ar? + 247520001 + 1824816ar'" + 483110r'%) 2°+

+ (186144a°r" + 1085040a’r® + 24752000 r"+

+2737224a%r'% + 1449330ar'! + 288492r'%) 27+

+ (62048a°r + 4340164°r" + 1237600a’r® + 182481641+

+1449330a%r'% + 576984ar'" + 86997r') 2+

+8864a"r® + 723364575 + 247520a°r7 + 456204a*r® + 483110ar°+
+288492a°r"" + 86997ar'" 4 9472r"?] -

A16(a+rz)(a+r+ re)t(a+ 2r 4+ ro)t [24(a + rz)? +12r(a + rz) + r2] .

3 3

[24(a+ 7+ rz)? +12r(a + 7+ r2) + 17 }_1 <0,
for any = € [0, 400). It follows that the function F' is strictly decreasing on
[0,400). Also, we have that lim F'(z) = 0. Therefore F(z) > 0, for any
Tr—00

x € [0, +00), which means that A, 12 — A,4+1 > 0, for each n € NU {0}, i.e.
the sequence (A, )nen is strictly increasing.

We have
2 2
T T
Bpy1— B, = — Bn — 4 =
n+1 n 5n+1 Bn 48a%+2 48&731_,'_1
702 7”2

= Pns1 = P = Blatm+ P  Batnrp
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for any n € N.
We consider the function G : [1,4+00) — R, defined by

742 7.2

G(z) = —
(x) = g(w) 48(a+r +rwz)d + 48(a + rx)3’
for each = € [1,400). We have

73 73

G'(z) = g'(@) + 16(a + 1+ rx)* B 16(a + rz)* -

= [2656r'12°% + (15936ar'" + 5840r'") 25 + (39840a%r? + 29200ar’+
+4368r'1) 2t + (53120a°r® + 58400a%r” + 17472ar'" + 1356r'") 2°+
+ (39840077 4 5840007 + 26208a%r” + 4068ar'® + 290r11) 2%+
+ (159360°r0 + 2920007 + 174724 + 406802 + 580ar™ + 68r1) 2+
+2656a%° + 5840a°r® + 4368477 + 1356a%r® + 290a%r” + 68ar'® — 13r11] -

-{16(a+rx)4(a+r+r:z)4 [24(a—r+7‘az)(a+r:c)+127“(@—}—7“:6)—}—7“2]-

. [24(a+rx)(a+r+7‘x)—1—127“((1—1—7‘—1—7“33)—1—7“2]}_1 >0,
for any = € [1,+00). It follows that the function G is strictly increasing on
[1,400). Also, we have that lim G(z) = 0. Therefore G(x) < 0, for any
T—00

x € [1,400), which means that B,11 — B, < 0, for each n € N, i.e. the
sequence (By,)nen is strictly decreasing.

We have lim A, =~(a,r) and lim B, = ~(a,r).

Now we can write that A, < A,y1 < y(a,7) < Bpy1 < By, for any
n € N.

(ii) The limits can be obtained in a similar way as in the proof of part
(ii) of Theorem 3.1. O

Remark 3.3. The inequality A, < y(a,r), for each n € N, when a =1
and r =1, was given by T. Negoi in [4], where (Ay)nen is the sequence from
the enunciation of Theorem 3.2.

Remark 3.4. From the inequalities given in part (i) of Theorem 3.2
we obtain, fmm A1 <~v(a,r) < By, for example :

1.1394.. ( ) < 1.1562. 1.2329... <~y (% 1) <1.2732...;
1.3556... < ( ) <1.4236... ; 0.5386... <~ (1, %) <0.5410... ;
0.5697... < (1,1) < 0.5781. 0.6164... < ~v(1,2) < 0.6366... ;
0.2601 . .. (2 ) <0.2604. .. ; 0.2693... < ¥(2,1) < 0.2705. . .
0.2848... < (2,2) < 0.2890 .

and, from As < 'y( a, ) < By we get, for example:
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1.1523... <« (% %) < 1.1547...; 1.2679... <~ (%1) < 1.2707...;
1.4185... <~ (%2) < 1.4208...; 0.5401... <~ (1, %) < 0.5408... ;
0.5761... < (1,1) < 0.5773...; 0.6339... < v(1,2) < 0.6353...;
0.2602... < 7y (27 %) < 0.2603. .. 0.2700... < (2,1) < 0.2704... ;
0.2880... < 7(2,2) < 0.2886. ...
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O demonstratie simpla pentru inegalitatile lui Blundon

MARIAN CUCOANES"

Abstract. In this note we prove Blundon’s inequalities in a simple and
elegant way. Our proof relies on a well-known trigonometric inequality.

Keywords: geometric inequality, Blundon’s inequality, Gerretsten’s in-
equality.
MSC : 26D15.

Forma cunoscuta a inegalitatii lui Blundon este urmatoarea:
f(R,7) <p* < F(R,7),

unde
f(R,7) =2R* + 10Rr — r* — 2(R — 2r)y/R(R — 2r),
F(R,7) =2R? + 10Rr — r* + 2(R — 2r)y/R(R — 2r).

In continuare vom demonstra aceste inegalitati.

DProfesor, Gr. Sc. M#risesti, jud. Vrancea.
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Pentru inceput demonstram urmatoarea lema:

Lema. Daca o, B,v,x,y,z € R cu proprietatea © + y + z = m, atunci
are loc ineglitatea 27 cos x + 2ary cosy + 203 cos z < a? + B2 4+ 2.

Demonstratie. Cm x + y + z = 7 rezulta cosz = — cos(x + y) si are
loc egalitatea

(asiny — Bsinz)? + (y — acosy — feosz)? =
=+ %4+~ —2Bycosz — 20y cosy — 2a3 cos z,
de unde rezulta imediat concluzia.

Demonstram acum urmatoarea teorema:
Teorema. Pentru orice triunghi ABC si pentru orice numar real m
are loc inegalitatea

m-p?+2(m*=5m+2)-R-r+ (m—4)* < (m+1)* R

Demonstratie. Fie ABC un triunghi oarecare si t € R. In inegalitatea
din lema precedenta luam

xr=A;, y=B; z=C;
a=cosA+t; B=cosB+t; ~v=cosC+Lt.
Astfel obtinem
2cos A(cos B +1t) - (cosC +t) + 2cos B(cos A+ t) - (cosC + t)+
+2cosC(cos A+ 1) - (cos B+1t) < (cos A+ t)%> + (cos B + t)?+
+(cosC 4 1)? & 2cos A [cos B - cos C + t(cos B + cos C) + tQ] +
+2cos B [cos A - cos C' + t(cos A + cos C) + t2] +
+2cos C [cos A - cos B + t(cos A+ cos B) + t?] <

< cos? A+ 2tY cosA+ 3t
&6 [cosA+4t> cosA-cosB+2t*) cosA <
<) cos® A+2tY cosA+3t e
& 8]JcosA+4tD> cosA-cos B+ (27 —2t) Y cos A < 3> +1,

ultima echivalenta avand loc in virtutea faptului ca z:cos2 A=1-2 H cos A.
Folosim, in continuare, urmatoarele egalitati:

ZCOSAZl—I—%

2 4R 2
ZCOSACOSB = % - % -1

2p? — 8Rr — 2r?
QHCOSA: iR - 2.
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Obtinem
A 2p2—8Rr—2r2_2 L4 p2+4Rr+r2_1_1 N
4R? 4R? R
2 r 2
- —\)<
+(22-2) (1+5) <3+1e
& (t+2)-p*+2(t2—t—4) Rr+ (t —2)r? < (t +3)°R% (1)

Inegalitatea (1) este adevarata pentru orice triunghi ABC' gi pentru
orice t € R.

In inegalitatea (1) punem ¢ = m — 2 si obtinem exact inegalitatea din
concluzia teoremei.

Consecinta 1. Pentru orice triunghi ABC' si pentru orice m > 0 are
loc inegalitatea

1
p2g2R2+10Rr—r2+m-R(R—2r)+E-(R—Qr)z.

Demonstratie. Din teorema precedenta avem
mp® + 2 (m* —5m +2) - Rr + (m — 4)r* < (m + 1)*R?

si cum m > 0 rezulta

(m+1)°R*

2 1 1
p2+f(m2—5m+2)Rr+—(m—4)r2g—
m m m

1
& p? <2R? 4+ 10Rr — r* + mR(R — 2r) + —(R— 2r)2.

Consecinta 2. In orice triunght ABC' si pentru orice m < 0 are loc
inegalitatea

1
p> > 2R* + 10Rr —7* +m - R(R—2r) + — - (R — 2r)*.
m
Demonstratie. Din teorema precedenta avem
mp? + 2 (m* —5m +2) - Rr + (m — 4)r* < (m + 1)*R?

si cum m < 0 rezulta:

(m+1)’R? &

2 1 1
p?+ = (m* —5m+2) Rr+ —(m — 4)r* > —
m m m

1
& p? > 2R? + 10Rr — > + mR(R — 2r) + %(R —2r)%

Suntem in masura acum sa demonstram inegalitatile lui Blundon.

Daca triunghiul ABC' este echilateral atunci inegalitatile lui Blundon
sunt evidente. De fapt, in acest caz avem egalitati.

Presupunem deci ca triunghiul ABC nu este echilateral. In acest caz,
inegalitatea lui Fuler R > 2r este stricta. Deci avem R — 2r > 0.
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s . . . . R—2r .
In inegalitatea din consecinta 1 luam m = 7 > (0 gi cum pentru
R—2r
m = avem
1
m-R(R —2r)+ —(R —2r)> =2(R - 2r)\/R(R — 2r),
m
obtinem
p> <2R? + 10Rr —r* +2(R — 2r)/R(R — 2r).
Am obtinut astfel inegalitatea din drepta a lui Blundon.
. R—2
In inegalitatea din consecinta 2 luam m = — R r < 0 gi cum
; R—2r
entru m = — avem
P R
1
m-R(R—2r)+ —(R—2r)> = —=2(R — 2r)\/R(R — 2r),
m
obtinem

p? > 2R* + 10Rr — 2 — 2(R — 2r)\/R(R — 2r).
Am obtinut astfel inegalitatea din stanga a lui Blundon.

Observatii. 1) Daca in inegalitatea din teorema precedenta luam
m = 1, atunci obtinem inegalitatea p? < 4R? + 4Rr + 3r? (inegalitatea
lui Gerretsen).

2) Daca in inegalitatea din teorema precedenta luam m = —1, atunci
obtinem inegalitatea p? > 16 Rr — 5r2.
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DIDACTICA MATEMATICII

Noi reflectii asupra domeniului meu de entuziasm?

GEORGE DINCA?)

Stimate Domnule Rector,
Doamnelor si Domnilor,

In cele ce urmeazi va fi vorba de cateva ganduri razlete, simtind nevoia
de ordine, iesite dintr-o calatorie lezardata facuta pe acest munte impunator
al spiritualitatii umane care este Matematica. Muntele incepe de jur imprejur,
iar potecile sunt rare. Unde nu m-am putut urca, m-am uitat, multumin-
du-ma cu cateva imagini vaporoase.

»Ma gasesc printre dumneavoastra ca reprezentantul unei stiinte pe
care, cei mai multi, o socotesc mohorata, pentru care lumea are o deosebita
groaza, fata de care chiar respectul unora nu e lipsit de un fior care tine pe om
la depéartare; in scurt, reprezint o gtiinta putin simpatica: matematica.* Aga
incepe discursul de receptie al lui Gheorghe Titeica la Academia Roméana, la
29 mai 1914. Fata de singuratatea in care se afla Tifeica in urma cu aproape
o suta de ani, s-a schimbat ceva esential in starea de singuratate a matema-
ticianului? Este intrebarea pe care gi-o pune Solomon Marcus in propriul
discurs de receptie, intitulat ,,Singuratatea matematicianului“. Raspunsul
sau este 1n egala masura dezarmant si provocator. S-a schimbat, da, in sensul
agravarii situatiei, ca urmare a faptului ca limbajul matematic a devenit tot
mai complicat si, vorba filozofului francez Michel Henry, constituie o barbarie
(vezi, La Barbarie, Grasset, Paris, 1987).

Se ralia astfel lui George Steiner care in ,Language and Silence“ (Athe-
neum, New York, 1967) pleda pentru un punct de vedere similar. Nici
Schopenhauer n-avea o parere prea favorabila despre matematica si despre
matematicieni, iar Gdethe, pe care-1 citam din ,,Convorbirile cu Eckermann
zicea:

»2Matematicienii sunt ca francezii; le pui o problema, ei o trec pe limba
lor §i mai departe nu mai intelegi nimic. “ De aici s-a dedus uneori ca Goethe
nu-i agrea pe matematicieni. Este Insa mai potrivit sa credem ca autorul lui
»Faust“, cel care in ultimele clipe ale vietii simtea nevoia de lumina, de mai
multa lumina, avea o profunda intelegere a naturii activitatii matematice, in
care se manifesta un mod specific de a distinge un enunt, cu sens de unul fara
sens gi o perceptie speciala a demarcatiei dintre claritate si obscur.

Sa-1 ascultam acum pe Antoine de Rivarol cel ce a jucat un rol atat
de important in dezvoltarea limbii franceze. In 1784 el a devenit (alaturi de
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Johann Christoph Schwab) laureat al Academiei din Berlin cu al lui ,,Discurs
asupra universalitatii limbii franceze“. In acest ,discurs“, la un moment dat
zice: ,,Des philosophes ont demandé si la pensé peut exister sans la parole ou
sans quelques autres signes. Non, sans doute... C’est dans la parole que se
fait la véritable génération de la pensée. Le langage est sans doute la plus
fidéle image de la pensée.“ Dar, daca limbajul este cea mai fidela imagine
a gandirii, atunci trebuie sa acceptam ca gandirii matematice trebuie sa-i
corespunda un limbaj specific (,limba lor“, a matematicienilor, la care facea
referire Gothe). Se poate face Insa ceva pentru ca, fara a renunta la rigoare,
acest limbaj sa poata fi ,,umanizat“? Intrebarea e veche. Si-o punea, de
exemplu, matematicianul Dan Barbilian dar 1i raspundea poetul lon Barbu.
Amintiti-va poezia lui intitulatd ,Umanizare“:

Castelul tau de ghiata l-am cunoscut Gandire;
Sub tristele-i arcade mult timp am ratacit,

De noi desprinderi dornic, dar nici o oglindire
In stinsele-i cristale ce-ascunzi nu mi-a vorbit.

Dupa Henri Poincaré, unul din instrumentele principale in realizarea
acestui proces de umanizare sta in cultivarea intuitiei, in conjunctie cu ri-
goarea: ,Sans elle, les jeunes esprits ne sauraient s’initier a l’intelligence
des Mathématiques; ils n’apprendraient pas les aimer et n’y verraient qu’une
vaine logomachie; sans elle surtout ils ne deviendraient jamais capable de
les appliquer.“ ,Fara ea (n.a. adica, fara intuitie) spiritele tinere n-ar gti
sa se initieze In inteligenta matematicilor; n-ar invata sa le iubeasca si n-ar
vedea 1n ele decat o logomahie inutila; fara ea, mai ales, n-ar deveni niciodata
capabile sa aplice matematicile. “

Doamnelor si domnilor,

Cu aceasta introducere, un pic excesiva, incalc, de o maniera flagranta
una din regulile de baza despre structura discursului: cartile de retorica ne
invata ca introducerea trebuie sa fie scurta, ca trebuie mers direct la obiect.
Ne mai invata, aceste carti, ca trebuie sa Incepi cu incredere ca si cand ai fi
convins cd oamenii cirora te adresezi au venit special pentru tine. Am vazut
si am ascultat pe cineva care satisficea In mod natural aceasta conditie.
Tinea, In anul universitar 1963-1964, in amfiteatrul Odobescu al Facultatii
de Limba gi Literatura Roména, un curs despre Mihai Eminescu. Si zice,
intr-una din lectiile sale de deschidere:

»Intru la clasa cu convingerea, poate naiva, ca cine a venit sa ma asculte
nu se poate multumi cu cursul scris i nici cu un suplinitor. Si ma consider, in
permanenta, propriul meu student veritabil.“ Ati ghicit. Este vorba despre
G. Calinescu.

Mai spun aceste carti ca, doamne fereste sa incepi un discurs prin a te
scuza (de exemplu, imi cer scuze, nu sunt un foarte bun orator, dar...).
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Fara a-mi cere scuze, marturisesc ca ma aflu intr-o situatie deloc con-
fortabila. Mai intai, pentru ca ma adresez unui public care se situeaza, fara
indoiald, la standarde de cultura foarte inalte dar, in acelasi timp, este foarte
eterogen.

In al doilea rand pentru ca nu fac matematica, nici macar nu expun
matematica ci vorbesc despre matematica.

Nu mi se intampla des dar, ori de cate ori mi se intampla, trebuie sa
depasesc bariera psihologica generata de spusele unui matematician impor-
tant pe nume Godfrey Harold Hardy (1877-1947). El a publicat, in 1940, la
Cambridge University Press, un eseu intitulat: ,,A Mathematician’s Apolo-
gy“. Exista in acest eseu un pasaj care m-a gocat:

»Nu exista dispret mai profund si, in fond, mai legitim, decat acela al
oamenilor care fac pentru cei care explicd. A expune, a critica si a aprecia
reprezinta o munca pentru minti de categoria a doua.“

In urmi cu cativa ani am avut o lunga discutie cu profesorul Solomon
Marcus in legatura cu aceste zise ale lui Hardy si am ajuns la concluzia ca
afirmatia lui este falsd. Spre justificare vom face un rationament pe care il
mostenim de la vechii greci, care era foarte drag lui Fuclid si care se numegte
reducere la absurd.

Structura unui astfel de rationament este urmatoarea: presupunem ca
teza 1n chestiune ar fi adevarata. O asociem cu o alta teza despre care gtim
ca este adevarata. Daca din aceasta asociere se ajunge la o contradictie
inseamné ca teza in chestiune este falsia. Aplicat la cazul nostru, acest tip de
rationament da urmatoarele.

Sa presupunem ca teza lui Hardy ar fi adevarata.

Odata, rugat sa explice fundamentele teoriei relativitatii, Finstein a
spus: cunosc pe cineva care poate sa le explice mai bine decat mine: profe-
sorul Minkowski. Daca teza lui Hardy ar fi adevarata ar rezulta ca Minkowski
era o minte de categoria a doua. Or, aceasta contrazice un fapt unanim re-
cunoscut: profesorul de geometrie al lui Finstein era un matematician de
prima categorie.

Sa mergem, agadar, impreuna mai departe. Va promit ca voi incerca
sa umanizez aspectele mai tehnice, inevitabile intr-o astfel de expunere. Lu-
crurile trebuie facute cat mai simplu cu putinta insa nu mai simplu de atat.
In paranteza fie spus, desi spusese ca ,nu Intelegi un lucru pe deplin decat
daca poti sa-1 explici bunicii“, atunci cind admitea sa explice unui public mai
putin avizat ce Inseamna teoria relativitatii, autorul ei o ficea de maniera
urmatoare:

»Pune mana pe o soba fierbinte un minut si ti se va parea o ora. Stai cu
0 persoand frumoasi o ora si ti se va parea un minut. Asta e relativitatea.

In rationamentul de mai sus intervin doud cuvinte a caror semnificatie
trebuie lamurita: cuvantul geometrie si cuvantul matematician. Cu totii am
invatat un pic de geometrie si, la acest stadiu al expunerii, putem ramane
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cu ceea ce ne-a ramas din ceea ce am Invatat cand am Invatat. Lucrurile
se complica insa cand vorbim despre matematician. Cu spiritul sau ludic ce
l-a facut atat de celebru, Moisil a spus si a scris: ,,Numesc matematician
pe cel care face matematica. (in particular, mi-a spus: dupa cum vezi, nu
stiu sa spun, prin definitie, ce inseamna sa fii matematician, dar eu stiu cine
este gi cine nu este matematician. Un coleg si prieten filozof s-a aratat foarte
interesat atunci cand i-am povestit toate acestea, dar motivatia interesului
sau este o alta poveste).

Revenind la ,,definitia“ data de Moisil matematicianului ea conduce, in
mod natural, la urmatoarea reactie: spuneti-ne, atunci, ce inseamna ,, mate-
matica“ gi ce inseamna ,,sa faci matematica“.

Sa vorbim, intai, despre matematica.

Lumea matematica este o lume inefabild, in primul rand pentru ca nu se
poate defini. Cand li se cere definitia, matematicienii fac un ocol gi raspund
prin a indica unele atribute ale domeniului lor; o definitie directa, cat de cat
scurtd a matematicii este evitatd. Din acest punct de vedere, matematica
se afla In situatia artei, la fel de imposibil de definit, ba chiar a unor genuri
literare.

Tata ce spune, in acest sens, Nicolae Manolescu in incheierea cartii sale
»Arca lui Noe“ (subintitulata, ,,Eseu despre romanul roméanesc*):

,,imi ramane sa ma intreb, la sfarsitul acestei carti, daca putem da o
definitie a romanului. Cercetatorii genului n-au propus prea multe, desi l-au
descris minutios. Poate pentru ca, asa cum afirma M. Bahtin, el este singu-
rul gen In devenire printre genurile finite si partial moarte“. Devenirea nu se
definegte. Sa asteptam ca genul literar cel mai popular al vremii noastre sa-si
inceteze cresterea si, odata dobandita forma finita, sa inceapa sa moara? Sau
sa ne Intoarcem la prima lui copilarie, cand nimeni nu stia ce se va alege de
acest fiu bastard al eposului clasic, i sa acceptam definitia glumeata a lui
Thibaudet, bazata pe un joc de cuvinte (in franceza le roman inseamna de-
opotriva romanul gi limba romanica)? ,Romanul, dupa cum ii arata numele,
inseamna o scriere in limba vulgara, spre deosebire de scrierea normala, de
scrierea propriu-zisa, care, pe vremea clericilor-carturari se redacta in limba
latina. Mod de a recunoaste in incheiere ca, daca stiu, in oarecare masura
astazi, cum este romanul, nu stiu catusi de putin ce este el.“

Un alt argument in sustinerea caracterului inefabil al matematicii: este
contrastul dintre modul in care se prezinta publicului si cel in care arata viata
el ascunsa. La suprafata, matematica este dominata de deductii, de formule
si de algoritmi; ea procedeaza de la definitii, leme gi teoreme la demonstratii,
corolare si exemple. In ciutirile gi framantarile ei insa, ea este strabatuta de
intrebari, Incercari, ezitari, greseli, esecuri, tatonari, analogii, asocieri de tot
felul, amintiri din ce-am trait sau ce-am visat candva, reprezentari vizuale,
testari pe exemple particulare, mirari, intuitii si emotii.
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Simptomatica pentru discrepanta dintre aparenta si substanta mate-
maticii este distanta, care poate fi foarte mare, dintre momentul gasirii unui
rezultat si cel al confirmarii sale prin demonstratie. Totul se intdmpla ca in
celebra reflectie a lui Blaise Pascal: pentru a porni in cautarea unui lucru,
trebuie mai intai sa-1 gasim. Nu este nici o contradictie aici. Gasirea este
abductiva, iar cautarea urmareste o confirmare deductiva.

In viziunea wIdeilor primite“ in sensul lui Flaubert, cea mai raspandita
este ,,matematica-stiinta exacta“.

Daca ne uitam, de exemplu, in Wikipedia vom vedea ca acest cligeu se
bazeaza pe alte doua cligee: ,,matematica, stiinta a cantitatii“ si ,,matematica,
stiinta a naturii sau/si societatii“, acestea fiind atributele esentiale ale gtiin-
telor exacte. Primul cliseu domina si acum perceptia comuna a matematicii,
dupa cum rezultd din definitia ei in DEX: ,stiinta care se ocupa cu studiul
marimilor, al relatiilor cantitative si al formelor spatiale (cu ajutorul ratio-
namentului deductiv)“.

Al doilea cligseu rezulta din asimilarea matematicii cu domeniile in care
ea se valorifica. Constienti de toate aceste falsificiri ale naturii reale a dome-
niului lor, matematicienii din a doua jumatate a secolului trecut au propus
versiuni alternative:

— studiu al formelor si evolutiei lor (R. Thom)

— gtiintd a modelelor (L. Steen)

— corp de cunostinte centrat pe conceptele de cantitate, structura, spatiu
$i migcare

— gtiinta care dezvolta concluzii necesare.

Fiecare dintre ele prinde cate un aspect, dar niciuna nu separa mate-
matica de toate celelalte domenii.

Matematica are un potential stiintific, are gi unul artistic, are si unul
filosofic; dar ea ramane, in concertul culturii, o voce separata, inconfundabila.

Sa patrundem acum in viata matematicianului (adica, amintiti-va, a
celui care face matematica), in méasura in care, circumstantele in care ne
aflam si cunostintele noastre ne-o permit.

Avem in vedere pe matematician in ipostaza sa majora.

A te pretinde matematician este o cutezantd pe care putine persoane
in cunostinta de cauza si-o pot permite. In cartea sa ,La valeur de la sci-
ence“ H. Poincaré zice: ,,On nalt mathématicien. On ne le devient pas.*
(Matematicienii se nasc, nu se fac).

Inci din secolul al 17-lea, Boileau, ,legislatorul Parnasului“, ne spune
acelagi lucru despre poet:

,Zadarnic vrea, prin versuri, semetul autor
S-ajunga, sus, pe culmea Parnasului, usor:
Al muzei suflu tainic din cer cand n-a simtit,
Tar steaua-i din nascare poet nu l-a menit,
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In stramta lui gandire raméane pururi sclav;
E surd pentru el Febus, iar Pegas cu narav.

(Boileau, ,Arta Poetica“, ESPLA, 1957; traducerea: Ionel Marinescu)

Norbert Wiener si-a permis sa-gi intituleze autobiografia ,,.Sunt mate-
matician“. i Moisil credea ca s-a nascut matematician. A spus-o intr-o
emisiune a televiziunii roméane, prin ianuarie 1970. Intrebat ,cum ati de-
venit matematician“ a raspuns: ,,matematician m-am nascut. Dumneata vrei
poate sa stii cum am ajuns sa ma ocup cu matematica“. Paul R. Halmos
insa, cu o foarte buna reputatie matematica, insa cu o clasa sub cea a lui
Wiener a fost mai prudent si si-a intitulat volumul sdu de memorii ,,I want
to be a mathematician”.

Matematicianul, ca si pictorul sau poetul, este un creator de modele.
El n-are alt material cu care sa lucreze decat ideile. De aceea, modelele lui
au sansa sa dureze mai mult decat cele ale pictorului sau poetului, caci ideile
se uzeaza, cu timpul, mai putin decat vorbele sau culorile. ,,Sa vedem cum
se plimba ideea peste veacuri“ zice Noica, iar Moisil: ,,Imi place sa urmaresc
drumul fascinant cand o idee devine prejudecata, cand se Inraieste ca omul
ajuns la batranete, cand tot farmecul tineretii lui s-a iaurtit In autoritate“.
Solomon Marcus crede ca si Arghezi l-ar fi invidiat pentru o creatie lexicala
precum verbul ,a (se) iaurti® intr-un context ce-i confera o conotatie atat de
stranie.

Realizarile matematice, oricare ar fi valoarea lor intrinseca, sunt cele
mai durabile decat toate. Putem constata acest lucru chiar la civilizatiile
semiistorice.

Civilizatia babiloniana si cea asiriana s-au stins.

Si totusi, matematica babiloniana continua sa fie interesanta. Dar cazul
crucial este, fara indoiala, acela al grecilor.

De Arhimede ne vom aminti gi atunci cand Fschil va fi uitat, fiindca in
timp ce limbile mor, ideile matematice traiesc.

Nicio stiinta nu are standarde de calitate atidt de precise si unanim
acceptate iar oamenii amintiti de istorie sunt aproape intotdeauna cei ce o
merita. Renumele matematic, daca ai ,,capitalul“ necesar pentru a-1 dobandi,
reprezinta una din cele mai solide si mai ferme investitii. Si totusi, cat de
dureros este sa simti ca ai putea sa esuezi.

Bertrand Russell 1i povesteste lui Hardy un vis groaznic.

Se afla cam prin anul 2100 e.n la etajul de sus al bibliotecii universitare.
Un functionar al bibliotecii se Invartea pe langa rafturi cu un cog enorm in
mand. Scotea carte dupa carte, se uita la ea, apoi o punea la loc in raft
sau o arunca la cos. Ajunse la trei volume mari, pe care Russell putea sa le
identifice drept ultimele exemplare ramase din ,,Principia mathematica”. Lua
unul din volume, rasfoi cateva pagini, paru intrigat timp de cateva clipe de
acel curios sistem de simboluri, inchise cartea, o cumpani in mana si ezita...



G. DINCA, NOT REFLECTII ASUPRA DOMENIULUI MEU DE ENTUZIASM 323

Desigur, gasim idei i in poezie. Probabil ca Nichita Stanescu asta vroia
sa spuna cand spunea: ,Matematica s-o fi scriind cu cifre, dar poezia nu se
scrie cu cuvinte* (dar ca sa intelegem mai bine ar trebui sa ne intoarcem la
,Necuvintele“ sale din 1969 si la ,,Respirari“ din 1982).

Cred insa ca se exagereaza importanta ideilor in poezie. Poezia nu este
doar lucrul pe care-1 spui ci si modul in care-1 spui (dar asupra acestui aspect
sper sa am timp sa revin).

Modelele matematicianului ca si ale pictorului sau poetului trebuie sa
fie frumoase. In lume nu existi loc durabil pentru matematica urata.

Se pare ca nici pentru literatura plicticoasa un asemenea loc nu exista:

,», Nu prea citim poetii nascuti sa plictiseasca,
Daca pe-aceleasi tonuri incearca sa graiasca

(Boileau, ,,Arta poetica“, Cantul I)

,Urasc, din plin, sublimul greoi, plictisitor;
Prefer pe Ariosto si pe eroii-i comici,
Decat poetii searbezi si reci si melancolici. “

(Boileau, ,,Arta poetica®, Cantul IIT)

Desigur ca este extrem de dificil sa definim frumosul in matematica, dar
lucrul acesta este tot atat de adevarat pentru orice fel de frumos.

S-ar putea sa nu ne dam seama ce intelegem printr-un poem frumos cu
toate ca aceasta nu ne Impiedica sa recunoastem un asemenea poem atunci
cand 1l citim.

Realitatea este ca exista cateva subiecte ,,mai populare® decat mate-
matica. Cea mai mare parte dintre oameni pretuiesc intr-o oarecare masura
matematica, tot aga cum cei mai multi dintre ei pot gusta o melodie agreabila.
Probabil, insa, ca oamenii pe care-i intereseaza cu adevarat matematica sunt
mai numerosi decat cei pe care 1i intereseazd muzica. Aparentele sugereaza,
poate contrariul, dar explicatiile sunt usor de gasit. Muzica poate servi la
stimularea emotiei in masa, pe cand matematica nu.

Lipsa de simt muzical este considerata drept un lucru oarecum jenant.
In schimb, cei mai multi dintre oameni sunt atdt de intimidati de faima
matematicii incat sunt gata, intr-un mod cat se poate de sincer, sa exagereze
lipsa lor de pricepere intr-ale matematicii.

Matematica cea mai buna este, in egald masura, frumoasa si serioasa.

O problema de gsah poate fi frumoasa. Ea iti da un fior intelectual cand
o Intelegi si o rezolvi. O problema de sah este un imn adus matematicii
iar jocul de gah este un joc (pentru ca implicd o componenta psihologica)
dar este gi matematica. Dar este o matematica banald. Oricat ar fi de
ingenioasa si de complicata, oricat de originale gi de surprinzatoare ar fi
migcarile, problemei de gah 1i lipseste ceva: importanta (seriozitatea exprima
mai bine ceea ce vrem sa spunem). Noi am gandi la fel si daca jocul de
sah nu ar fi fost inventat, pe cand ideile lui Newton si Finstein si modelele
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matematice construite cu ele au influentat si au modificat modul de a gandi
al oamenilor.

Seriozitatea unei teoreme matematice consta in semnificatia ideilor ma-
tematice pe care le leaga intre ele.

O idee matematica este semnificativa daca poate fi legata intr-un mod
simplu si luminos cu un vast complex de idei matematice diferite.

Seriozitatea unei teoreme nu consta in consecintele ei care sunt doar
dovada acestor seriozitati, ci in continutul ei.

Eminescu a avut o influenta imensa asupra dezvoltarii limbii roméane
iar Tratan Demetrescu niciuna. Dar nu din cauza aceasta a fost Eminescu
un poet mai bun, ci pentru ca a scris poezie mult mai buna.

Frumusetea unei teoreme matematice depinde in foarte mare méasura
de seriozitatea ei, dupa cum in poezie, frumusetea unui vers depinde, intr-o
oarecare masura de semnificatia ideilor pe care le contine. Imi permit doud
exemple, cer scuze in fata specialigtilor pentru modul impresionist si un pic
naiv in care le interpretez.

Amintiti-va cum Incepe ,,Sara pe deal “:

»Sara pe deal buciumul suna cu jale,
Turmele-1 urc - stele le scapara-n cale,

Apele plang clar izvorand in fantane,

Sub un salcam, draga, m-astepti tu pe mine. “

si comparati cu inceputul poeziei ,,La steaua“:

,, La steaua care-a rasarit

E-o cale-atat de lunga,

Ca mii de ani i-au trebuit
Luminii sa ne-ajunga

Poate de mult s-a stins in drum
In depirtari albastre,

Iar raza ei abia acum

Luci vederii noastre. «

In ambele, modelul verbal este la fel de frumos. In cazul versurilor din
»La steaua“, Insa, ideile au o semnificatie, teza e logica astfel incat emotiile
noastre sunt mult mai profunde.

In incercarea de a oferi exemple de teoreme serioase, sunt dezavantajat
de restrictiile pe care sunt obligat sa mi le impun. Aceste exemple trebuie sa
fie simple si usor de inteles de catre cititorii care nu au cunostinte speciale in
matematica.

Voi enunta doua dintre faimoasele teoreme ale matematicienilor greci.
Sunt teoreme ,simple“, atat ca idee cat si ca forma dar, in acelagi timp,
fara nici o indoiala, teoreme de cea mai inaltd clasia. Fiecare din ele este
si astazi tot atat de proaspéata si de semnificativa ca in vremea cand a fost
descoperita. Cei douad mii de ani care au trecut de atunci n-au gravat nici un
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rid pe fata vreunuia dintre ele. In sfargit, atat enunturile cat si demonstratiile
pot fi insusite fara greutate de un cititor inteligent, oricit de saracacios ar fi
echipamentul lui matematic.

Prima: demonstratia existentei unei infinitati de numere prime (facuta
de Fuclid).

Sunt prime numerele:
(A)2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ...

adica acelea care nu pot fi descompuse in factori.

De exemplu, 37 gi 317 sunt prime.

Numerele prime reprezinta materialul din care sunt construite prin mul-
tiplicare toate numerele. De exemplu: 12 =2 x 2 x 3.

Orice numar care nu este el Insusi prim este divizibil prin cel putin un
numar prim.

Demonstratia existentiei unei infinitati de numere prime se face prin
reducere la absurd.

Presupunem ca sirul numerelor prime ar fi finit:

2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 23, 29,..., P

P find cel mai mare numar prim.

Fie@Q@=(2x3x..xP)+1.

Pentru ca @ > P si P este cel mai mare numar prim, ) nu este prim.
Rezulta ca el trebuie sa se divida cu unul din numerele prime 2,3, ..., P.

Pe de alta parte e clar ca asa ceva nu se poate: Impartirea lui @ la
oricare din numerele 2, 3, ..., P da restul 1. Contradictie.

Observatie. Demonstratia a fost facuta prin reducere la absurd, iar
reducerea la absurd, pe care Fuclid o iubea atat de mult, este unul dintre
cele mai subtile instrumente ale matematicianului.

Cel de-al doilea exemplu este demonstrarea ,,irationalitatii lui v/2  atri-

v 1t D . o . o .a .
buita lui Pitagora. Prin ,numar rational“ intelegem o fractie 3 in care a i b

sunt numere intregi care nu au nici un factor comun. A spune, deci, c& ,,v/2
este irational® inseamns a spune ci /2 nu poate fi exprimat sub forma

a
2=
v2 b

cu a si b numere Intregi care nu au nici un factor comun.
Un model echivalent de a spune acest lucru este ca ecuatia:

a? = 20 (%)

nu poate fi satisfacuta prin valori intregi ale lui a gi b care sa nu aiba nici un
factor comun.

Demonstram ca aceasta ultima afirmatie este adevarata, din nou, prin
reducere la absurd.
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Presupunem ca (x) ar fi adevarata, a si b fiind numere intregi fara factor
comun.

Din (x) rezults ci a? se divide cu 2, deci a este par (cici daci a are fi
impar, patratul lui ar fi, de asemenea, impar). Pentru ca a este par, exista
un numar intreg c astfel incat a = 2¢. De aici

20% = a® = (2¢)? = 4¢?,

sau
b2 =262
De aici deducem ci b? este par, deci b este par.

In concluzie, atat a cat si b sunt pare; au deci pe 2 ca factor comun,
ceea ce contrazice ipoteza noastra de lucru care zicea ca (*) e adevarata cu
a si b intregi, fara factor comun. Inseamni ci aceastd ipoteza este falsa.

Sa consideram acum un patrat si sa notam cu [ masura laturii si cu d
masura diagonalei lui. Din teorema (atribuita, de asemenea, lui Pitagora)
deducem

d* = 217
adica, o egalitate de acelasi tip cu (*). Putem repeta tot ceea ce am spus mai

sus, schimband a cu d i b cu [. Asadar, raportul 7 nu este un numar rational

(diagonala unui patrat este incomensurabild prin latura lui gi nu exista un
numar Intreg astfel incat d si [ sa se exprime ca multiplii intregi ai acestui
numar).

Exista multe teoreme frumoase de teoria numerelor a caror semnificatie
poate s-o inteleaga oricine.

Exista, de exemplu ,,teorema fundamentala a aritmeticii “ conform careia
un numar intreg poate fi descompus numai intr-un singur fel intr-un produs
de numere prime. De exemplu 12 = 2 x 2 X 3 si alta descompunere nu este
posibila.

Teoreme frumoase exista gi in teoria multimilor. Una dintre ele este
teorema lui Cantor asupra nenumarabilitatii continutului. In cazul lor, insa,
dificultatea este inversa.

Dupa ce ai ajuns sa stapanesti limbajul, demostratia este destul de
ugoara, in schimb pentru ca semnificatia teoremei sa devina clara, sunt nece-
sare o serie de explicatii.

De ce o teorema de felul teoremei lui Euclid e superioara unei probleme
de sah?

Pentru ca noi am gandi la fel cum gandim chiar daca gahul n-ar fi
fost inventat pe cand teoremele lui Fuclid si Pitagora au influentat profund
gandirea noastra, chiar in afara matematicii.

Teorema lui Fuclid, de exemplu, e fundamentala pentru intreaga struc-
tura a aritmeticii. Numerele prime sunt materialul brut din care construim
aritmetica, iar teorema lui Fuclid ne asigura ca posedam suficient material
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pentru aceasta opera. Spiritul ei se regaseste in foarte multe constructii fun-
damentale.

Tata un exemplu.

In spatiul euclidian n dimensional R™, numim multiindice, orice vec-
tor @« = (o, ...,ap) cu «; intregi ne-negativi, Vi = 1,...,n. Pentru orice

n
multiindice «, notam |a| = Z Q.
i=1
Fie  C R™ un deschis gi f: Q) — R.
Notam
olel Plort..tan) ¢
0x$ Oxy? ... 0zt 021028 ... Oz
cu conditia ca operatia de derivare sa aiba sens.

Prin conventie, daca |a| = 0, atunci D*f = f.
Introducem notatiile

Def=

i) pentru orice k = 1,2, ...
C*(QLR) ={f:Q— R | Df existd si sunt continue pe Q pentru orice
multiindice o cu |o| < k}
i) O (Q,R) = N CF (L R)
k>0
iii) daca f € C°(Q,R), adica f : Q@ — R este continui, multimea
suppf = {x € Q| f(x) # 0} se numeste suportul functiei f.

Cu alte cuvinte, suportul lui f este cea mai mica multime inchisa ce
contine toate punctele lui {2 in care f este nenula.

iv) C§° (,R) = {f € C* (£, R) | suppf este compact si inclus in 2}.

Spatiul de functii C§° (€2, R) constituie materialul cu care construim
teoria distributiilor, dupa cum multimea numerelor prime constituie materi-
alul brut cu care se construiegte aritmetica. Faptul ca multimea de functii
C5° (9, R) este densd in L? (2, R), de exemplu, ne spune ci avem ,suficient
material pentru aceasta constructie. Ca spirit, lucrurile stau la fel ca atunci
cand, faptul ca existd o infinitate de numere prime ne asiguri ci avem
,suficient “ material pentru construirea aritmeticii.

Teorema lui Pitagora ne arata insa ca, dupa ce am construit aceasta
aritmetica, ea se va dovedi insuficientd nevoilor noastre pentru ca vom intalni
multe marimi pe care nu vom fi In stare sa le masuram. Diagonala patratului
este exemplul cel mai elocvent.

Deoarece o teorema ,;serioasa‘“ este acea teorema care contine idei sem-
nificative, sa analizam care sunt calitatile ce fac ca o idee matematica sa fie
semnificativa.

O idee ,,semnificativa“ o recunoastem atunci cand ,,0 vedem* aga cum
le-am recunoscut pe cele ale lui Fuclid si Pitagora.
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Aceasta putere de recunoastere implicd insd un grad destul de ridicat
de rafinament matematic si de familiarizare cu ideile matematice la care se
ajunge dupa multi ani petrecuti in tovarasia lor. In orice caz, doud lucruri
par a fi esentiale: o anumita generalitate si o anumita profunzime.

Ceea ce caracterizeaza generalitatea unei idei este, in esenta, faptul ca ea
intra in mai multe constructii matematice si poate fi folosita la demonstratia
unor teoreme de genuri foarte diferite. Teorema ce contine o idee semnifica-
tiva, datorita generalitatii acestei idei, chiar daca enuntata la inceput intr-o
forma speciala (precum teorema lui Pitagora), trebuie sa fie susceptibila de
o mare extindere si tipica pentru o clasa intreaga din categoria ei. De exem-
plu, in teorema lui Pitagora, rezida ideea de perpendicularitate. Aceasta
idee, pe care o receptam pentru inceput in plan se regaseste apoi in spatiul
euclidian cu trei dimensiuni, apoi se extinde la orice spatiu euclidian finit di-
mensional, de aici la orice spatiu hilbertian cu baza numerabila apoi la orice
spatiu hilbertian, apoi la o anumita categorie de spatii Banach care nu sunt
hilbertiene dar au o geometrie speciala, etc.

(in paranteza, ce-o fi vrut sa spuna lon Barbu atunci cand, Sasa Pana
a scos, prin anii 1930, o revista intitulatd Unu: ,,9i domnului Saga Pana nu-i
dau voie sa scoata o revista cu acel nume pana nu-mi explica de ce 1 este un
simbol de perpendiculariate. )

Toate teoremele de matematica sunt abstracte si, din acest punct de
vedere, la fel de generale. Dar nu despre acest tip de generalitate vorbim.
Noi vorbim despre diferentele de generalitate dintre o teorema de matematica
si alta. E o generalitate mai subtil si mai greu de sesizat. In cartea sa ,La
valuer de la science“ pe care am mai citat-o, H. Poincaré zice (p.30): ,on ne
peut faire de conquéte scientifique que par la généralisation“. E adevarat, si
drumul partial pe care l-am descris mai inainte, luand ca origine teorema lui
Pitagora este un exemplu. Se impune 1nsa o remarca: realizarile exceptionale
ale matematicii moderne nu constau din ingramadirea de subtilitati de gene-
ralizare peste alte subtilitati de generalizare. Un anumit grad de generalitate
trebuie sa fie prezent in orice teorema de prim rang, insa prea multa genera-
litate o transforma, inevitabil, in ceva insipid.

» Totul este ceea ce este si nu altceva* iar deosebirile dintre lucruri sunt
tot atat de interesante ca si asemanarile lor.

Acelagi lucru se intampla gi in matematica. O proprietate comuna unui
numar prea mare de obiecte nu mai este chiar aga de captivanta, iar ideile
matematice incep sa devina obscure daca nu au suficienta individualitate.

,O conceptie fructuoasa inseamna generalizare larga, limitata de o par-
ticularitate fericita“.

Ajuns intr-un punct delicat al unei cercetari proprii, am discutat, nu de
mult, aceste lucruri cu un bun prieten de la facultatea de filosofie. El mi-a
indicat un articol [2] publicat in American Mathematical Monthly, in 1940.
L-am citit si acum, dincolo de multumirile pe care le datorez prietenului
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meu, sunt in pozitia sa recunosc cata dreptate avea Moisil cand spunea:
,2Matematica fara filosofie e seaca, filosofia fara matematica e stearpa*“.

A doua calitate pentru o idee semnificativa este profunzimea. Ea are
ceva de-a face cu dificultatea. Cu cat ideile sunt mai ,,profunde“ cu atat sunt,
de obicei, mai greu de inteles. Dar profunzimea si dificultatea nu inseamna
deloc acelasi lucru. Ideile care stau la baza teoremei lui Pitagora, precum
si generalizarile acesteia, sunt cat se poate de profunde, dar niciun matema-
tician nu le-ar putea considera dificile. S-ar putea, pe de alta parte, ca o
teorema sa fie, prin esentd, superficiala dar foarte greu de demonstrat (cum
sunt multe din teoremele diofantice, adica teoremele privind solutiile rationale
ale ecuatiilor nedeterminate cu coeficienti rationali.)

S-ar parea ca ideile matematice sunt dispuse oarecum in straturi, ideile
din fiecare strat fiind legate printr-un complex de relatii atat intre ele cat
si cu cele de deasupra si de dedesubtul lor. Cu cat stratul e situat mai jos
cu atat mai profunde gi, in general, mai dificile sunt ideile. Astfel, ideea de
mirational “ este mai profunda decat cea de numar ,,intreg* si de aici, Teorema
lui Pitagora e mai profunda decét cea a lui Fuclid.

Alt exemplu: teorema lui Fuclid este importanta dar nu si foarte pro-
funda: o putem demonstra fara a folosi o notiune mai profunda decat cea de
divizibilitate.

insé, imediat ce cunoastem ca exista o infinitate de numere prime, in
mintea noastra se prezintda o intrebare: exista, intr-adevar o infinitate de
numere prime; dar cum se distribuie aceasta infinitate? Fiind dat un numar
mare N, s& zicem (10'9)!0, cam cate numere prime sunt intre 1 si N?

Punand aceasta intrebare, pozitia noastra se schimba cu totul. Putem
raspunde, ba chiar cu o precizie surprinzatoare, vezi, de exemplu, C. Popovici
[14], insa forand mai adanc, lasand pentru moment numerele intregi deasupra
noastra gi folosind instrumente de teoria functiilor. In acest fel, teorema care
raspunde la Intrebare e mai profunda decat cea a lui Fuclid si chiar decat
cea a lui Pitagora.

Sau, iatd o altd Intrebare: exista, intr-adevir, o infinitate de numere
prime; contine aceasta multime alte multimi infinite interesante? De exem-
plu: exista o progresie aritmetica infinita formata din numere prime?

Raspunsul este negativ: nu exista o astfel de progresie.

In 1963, Solomon Marcus a demonstrat acest rezultat cu o tehnici
ce vine din teoria automatelor finite (vezi comentariul la Propozitia 5 din
S. Marcus, ,,Automates finis, progressions arithmetiques et grammaires a un
nombre fini d’états“, in C.R. Acad. Sci. Paris, t.256 (1963), 3571-3574).

In schimb, pentru orice numar natural k, exista o progresie aritmetica
formata din k& termeni, toti numere prime. Acest rezultat de existenta a fost
obtinut in 2004 si publicat in 2008 (vezi Green, Ben si Tao Terence [T7]).
El figureaza printre rezultatele citate in raportul ce recomanda acordarea
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medaliei Fields lui Terence Tao. Este un rezultat de existenta ce nu bene-
ficiaza de o demonstratie constructiva, adica: dat orice numar natural k, se
aratd ca existd o progresie aritmetica avand k termeni (se mai spune ,de
lungime k) fiecare termen fiind numar prim dar nu se indicad un procedeu
prin care o astfel de progresie sa fie construita efectiv.

,Cea mai lunga“ astfel de progresie construita efectiv corespunde lui
k = 25 gi a fost obtinuta in 2008 de Jaroslav Wroblewski si Raanan Chermoni.

Cum putem caracteriza frumusetea unei teoreme (in ea includem, evi-
dent, si demonstratia)? lata cateva atribute:

Enuntul ei se prezinta ,,ca un text august, ca o inscriptie al carei laco-
nism e Insasi garantia durabilitatii ei“ dand acea impresie de ,,maximum de
gand in minimum de cuprindere“.

Demonstratia ei se aseamana cu o constelatie simpla si bine conturata
si nu cu un roi imprastiat din Calea Lactee.

Gasim In ea elemente ca neagteptatul, unit cu inevitabilitatea si cu
economia de mijloace. Premisele iau o forma ciudata gi surprinzatoare, in-
strumentele folosite par copilaresc de simple In comparatie cu rezultatele de
mare anvergura obtinute, iar concluziile sunt inevitabile.

Doamnelor si Domnilor,

Ajunsi la acest punct al expunerii, logic este sa ne punem urmaétoarele
Intrebari:
— de ce fac matematica cei ce fac matematica

— care este valoarea matematicii?

In celebrele sale Scrisori ciitre un tanir poet, Rainer Maria Rilke il
sfatuia pe interlocutorul sau, atras de magia versurilor, sa scrie poezie doar
daca simte ca nu ar putea trai altfel.

Fericit cel ce poate da acelagi raspuns in cazul matematicii. El are
sansa sa intre in categoria matematicienilor de prima categorie despre care
am vorbit la un moment dat.

Exista si alte posibile raspunsuri: fac matematica pentru ca este singu-
rul lucru pe care-1 pot face cat de cat bine.

Sau, pentru cd, dintre toate gtiintele gi artele, matematica este cea
mai austera si mai singuratica si, dintre toti oamenii, matematicianul este
singurul care se poate refugia cu ugurinta acolo unde ,,macar unul dintre cele
mai nobile impulsuri ale noastre poate evada cel mai bine din sumbrul exil
al lumii actuale“.

Toti cei care fac matematica, indiferent de nivelul la care se situeaza,
vor avea Insa i un raspuns comun: fac matematica pentru ca asta imi place,
pentru ca asta imi produce bucurie. De ce ne place matematica? (Nu am
intitulat ,,de ce iubim matematica“ pentru ca m-am temut sa nu va distrag
atentia trimitdndu-va cu gandul la o intrebare cu mult mai dificila ce a dat
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titlul unei carti a domnului Cartarescu: ,,De ce iubim femeile“; nici ,,de ce
ni-i draga matematica“ pentru ca m-am temut sa nu va trimit cu gandul la
unul din cele mai mari poeme ale lumii, ,,Balada inchisorii din Reading“ de

Oscar Wilde:

Cu toti ucidem ce ni-i drag

Si-ntindem mortii prada;
Omoara unii magulind

Ori cu dojeni, cu sfada;
Cei lagi ucid cu un sarut

Iar cei viteji cu spada.

Revenind la intrebare, ne place matematica pentru ca e frumoasa si e
certa. Matematicianul traieste in contact cu doua realitati. Una este cea
fizica In care stim ca e zi, e noapte, ploua sau se produce, doamne fereste, un
cutremur. Cealaltd este realitatea matematica.

Simplificand foarte mult, nici matematicienii nici filozofii nu se inteleg
cand este vorba sa defineasca realitatea matematica. Pentru unii, aceasta
realitate este de natura ,,spirituala“ noi fiind cei ce o construim.

Pentru altii, ce descind din Platon, realitatea matematica exista in afara
noastra, sarcina noastra fiind doar aceea de a o descoperi si de a o observa.
Teoremele pe care le demonstram si pe care le descriem cu atata emfaza ca
pe niste creatii proprii nu sunt decit notele pe care le-am luat In timpul
observatiilor noastre. Cred ca marele nostru Simion Stoilow se inscria, fara
s-0 declare, in acest curent caci la un anumit moment a scris:

»2Matematica nu-si dezvaluie cu usurinta tainele ei fundamentale.

Asadar, aceste taine existd, dar matematica nu si le dezvaluie cu usu-
rinta, nu putem lua usor ,notite* adica.

Realitatea matematica este mult mai certa decat cea fizica; 13 este un
numar prim nu pentru ca asa credem noi sau pentru ca mintile noastre sunt
conformate intr-un anumit fel mai degraba decét in altul, ci fiindca asa este,
fiindca realitatea matematica este astfel cladita.

In schimb, un scaun sau o stea nu sunt catusi de putin ceea ce par a
fi. Cu céit ne gandim mai mult la ele cu atat trasaturile lor exterioare se
estompeaza in scurgerea senzatiilor care le insotesc.

Cat despre bucurie, se poate scrie un tratat de psihologie a bucuriei
matematice. Pe scurt:

Exista o bucurie ce ne-o dau marile sisteme. Teoremele pot fi stranse in
mari teorii dominate de o arhitectura, care starneste o bucurie arhitectonica.
Felul cum teoremele stau la locul lor, cum se inlantuiesc, cum se sprijina
unele pe altele, cum se pun in valoare, da acea impresie de frumos pe care o
starnesc matematicile.

Mai e bucuria competitiei: sa reusesti sa demonstrezi ceea ce n-au reusit
altii.
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Mai e si o bucurie asisderea pescuitului: de a vedea si intelege cum prin
fata ta se perinda definitii si teoreme, axiome si demonstratii, mereu aceleasi,
mereu altele, ,,abia-ntelese, pline de intelesuri®.

Ma opresc la un alt tip de bucurie pe care o vom numi ,,bucurie interdis-
ciplinara“ (intr-o terminologie mai veche — bucuria matematicilor aplicate).

Adica, sa vezi cum o teorema de cea mai purd esentd precum cea care
poarta numele celui ce a introdus intuitionismul in matematica (teorema de
punct fix a lui Brouwer) este principalul instrument cu care John Nash a
demonstrat celebra sa teorema de existenta a echilibrului. Dupa cum unii
dintre dumneavoastra stiti, aceasta teorema i-a adus lui Nash premiul Nobel
pentru economie, iar viata sa (evident romantata) a inspirat un film de succes
A beautiful mind*.

Cu ce trebuie sa vind pe lume un om pentru a avea acces la astfel de
bucurii? E drept, ursitoarele trebuie sa fie darnice cu el. Sigur este ca nu
trebuie sa-i lipseasca o minte in egala masura intuitiva si rationala (logica).
Mintea intuitiva este un dar divin iar mintea rationala este servitorul acesteia.
Intuitia este instrumentul descoperirii iar logica — al justificarii.

Cand vorbegte despre valoarea matematicii, a gtiintei, in general, omul
obignuit o reduce la aplicatii, la caracterul ei utilitar. Este adevarat, ca
Janus cel cu doua fete, matematica ne arata uneori functia ei cognitiva, alte
ori pe cea utilitara. Relatia dintre ele este pe cat de simpla, pe atat de para-
doxala: cea mai bogata sursa de sustinere a functiei utilitare a matematicii
se afla In avansul functiei sale de cunoastere. Dar pentru ca acest lucru sa se
intample, matematicianul trebuie sa-si dezvolte cercetarile sale nestingherit,
ghidat exclusiv de curiozitatea sa, de bucuria sa de a vagabonda in lumea
ideilor matematice.

In 1830, Carl Gustav Jacobi, intr-o scrisoare care Adrien-Marie Le-
gendre, zice:

,»DI1. Fourier crede ca scopul principal al matematicii este de a fi utila
si de a explica fenomenele naturale; dar un filozof ca el ar fi trebuit sa stie
ca scopul unic al stiintei este onoarea spiritului uman si ca sub acest titlu
o chestiune privind numerele nu valoreaza mai putin decat una relativa la
sistemul lumii“.

Sloganul lui Jacobi a fost preluat ca titlu al cartii sale din 1987, de catre
Jean Dieudonné: Pour 'honneur de I'esprit humain (Hachette,Paris). Ca si
pe Jacobi, pe Dieudonné il anima intelegerea (pe care am mostenit-o de la
vechii greci) matematicii ca arta, mai degraba, decat intelegerea ei ca stiinta;
matematicianul cauta frumusetea, nu utilitatea. Dar utilitatea vine si ea, la
vremea ei.

Daca atunci cand Mazwell a scris ecuatiile celebre ce-i poarta numele
cineva l-ar fi intrebat cat costa ecuatiile lui, nu cred c-ar fi stiut sa raspunda.
Daca ar fi fost intrebat, insa, care este semnificatia acestor ecuatii, evident ar
fi dat cel mai competent raspuns. M-am gandit la aceste lucruri ieri, dupé ce,
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la o adunare in care un distins coleg era sarbatorit, am citit cateva randuri
pe care Gabriel Garcia Marquez le-a scris intr-un moment de cumpana al
existentei sale:

»2Daca Dumnezeu mi-ar darui o fardma de viata
As aprecia lucrurile nu prin ceea ce valoreaza
Ci prin ceea ce semnifica“.

Este uluitor, cum poate poezia sa spuna, uneori, ceea ce nici stiintele,
nici muzica Impreuna cu toate artele la un loc nu pot sa spuna.

Probabil pentru ca poetul ,,are un mat, de zeu in el“ cum spunea Nichita
Stanescu. Poetul si matematicianul 1si cunosc bine mestesugul dar sunt
inspirati de un zeu de sus. ,,Poetii considera poezia o forma a geometriei
spiritului, iar matematicienii trec usor de la algebra si geometrie la marea
poezie. Va dau doua exemple care m-au tulburat. Unul se refera la un
fapt curios din biografia lui Paul Valéry; dupa ce publica in 1896 ,La soirée
avec M. Teste“, eseistul tace timp de 20 de ani; pina la volumul de poeme
,La jeune Parque® nu publica nimic; autorul a meditat in acest rastimp la
matematici si, in genere, la disciplinele abstracte. Cum am putea interpreta
aceasta lunga absenta?

Ca o constrangere la asceza, desigur, ca o auto-condamnare la meditatie.
Monsieur Teste voia sa descopere legile spiritului. Autorul lui, dupa ce l-a
creat, se retrage in pustiu. i§i alege, mai bine zis, pustiul ce se poate alege la
Paris (matematicile) si- stribate timp de 20 de ani. In termenii lui Pascal
asta inseamna ca fuge din spatiul spiritului de finete in spatiul spiritului
geometric. O fuga care-mi aminteste de ratacirea lui Moise prin pustiu. A
strabatut patruzeci de ani un desert care putea fi strabatut, s-a dovedit,
in cateva saptamani. De ce? Pentru ca proorocul nu voia sa intre in tara
fagaduitd cu un popor de robi.

Orice intelectual autentic are pustiul sau. Uneori si-1 creaza singur,
(cazul lui Valéry), alteori e silit de altii sa-1 strabata. In acest spatiu gol (gol
de scriitura) se instaleaza spiritul care vrea sa se purifice, abandonandu-se
meditatiei. O pregatire pentru o sfintenie a intelectului. Numai astfel poemul
poate deveni ,,0 sarbatoare a spiritului“. Rezuméand: Valéry, a avut nevoie,
pentru a reveni la poezie, sa facd acest lung exercitiu spiritual (20 de ani)
pentru a purifica poemul si a se lepada de ceea ce un alt poet, un admirator
al sdu, de altfel, nascut In zona orientald a latinitatii, numea ,,poezia lenega“.
O numea si, evident, o respingea. Este vorba, ati banuit, de Jon Barbu (alias:
Dan Barbilian).

El a publicat in 1930 o carte de poeme, ,Joc secund“, nu mai groasa
decat o lama de barbierit, care a creat o veritabila scoala in poezia roméaneas-
ca, dupa care s-a retras din poezie, dedicandu-se matematicii. M-am intrebat
intotdeauna i ma intreb si azi, de ce? Intre alte justificari aduse de acest
mare poet si, deopotriva, mare matematician, retin una dintr-o scrisoare
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adresata in 1947 unei poete tinere de care, se pare, era indragostit. Nu era
prima, nici ultima oara. Caci, aga cum spune el prietenului Tudor Vianu, in
afara de poezie si matematica, giurgiuveanul fon Barbu mai are o profesiune
nobild si fericitoare: aceea de ,,amant universal“. Revin la scrisoarea din
1947, unde strecoara ideea ca matematicile il fericesc gi-1 ajuta sa ajunga la
,cunoagterea mantuitoare®, iar poezia il declaseaza. Ati retinut: pentru a
ajunge la ,,cunoasterea mantuitoare“ trebuie sa paraseasca poezia si sa se
intoarca, nu in genunchi, c¢i mandru si teapan ca un pandur care spanzura
scurt, la matematici ...Splendid. Desi nu-l cred pe marele Dan Barbilian
pana la capat: poezia este, si ea, o cale spre ,,cunoasterea mantuitoare®. Sa
acceptam aceasta alianta intre doud stiinte inefabile, frumoase i misterioase
ca un antrenament de ingeri.“ (Fugen Simion)
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PROPOSED PROBLEMS

290. Study the convergence of the sequence defined by
r1=a, 1 +x, =14z, n>1.
Radu Gologan

291. For n,k € N, n > 1, determine the dimension of the linear space
of polynomials in n variables over some field K, of degree at most k, as a
subspace of K [z, za,...,xy).

Dan Schwarz

292. Denote n > 1 positive integer, I C R an interval and f: I - R a
function.

a) Assume that f is n— 1 times differentiable on I and I~ is increas-
ing on I. Prove the following inequality:

s () (U () (M) v 2

for all a < bin I (if n is even, the inequality is valid for all a,b € I).
b) Assume that f is n—times differentiable and (" is continuous on I.
If the inequality

g(l)k(z)f ((n—k:)zb—i-ka) >0

is valid for all @ < b in I, then f( is nonnegative.

Marian Tetiva

293. Prove that for any continuous function f : [—1,1] the following
inequality is valid:
1 1 2 5 1 2
)
/fZ(a;)dac > B /anf(w)dac + 3 (/:cf(m)dx .
-1 1 1

Cezar Lupu and Tudorel Lupu

294. Let S(O, R) the circumscribed sphere of the tetrahedron [ABC D]
and 7 is inscribed radius of the sphere. If z, y, z, t are the normal coordinates

of O, then
r4+y—+z+t<4yvR?—8r2

Marius Olteanu
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SOLUTIILE PROBLEMELOR PROPUSE

269. O pereche de numere naturale consecutive n, n+ 1, se numeste adaptatd, daca
[(n-i— 1)@] - [n\/ﬁ] =1
Care este probabilitatea ca doua numere naturale consecutive, alese la intamplare, sa

fie adaptate.
Radu Gologan

Solutia autorului. Probabilitatea cautata poate fi interpretata ca

P
p= 1im £
n— 0o n

unde P(n) = card{(k,k+ 1) | [(k+ 1)V3] — [kV3] =1, k < n}.
Fie kv/3 = Ny + ax, unde oy, € (0,1). Atunci
(k+1)V3=Ne+1+V3-1+a.
Conditia [(k+ 1)v3] — [kv3] = 1 este echivalentd cu 0 < V3 — 1+ ax < 1 sau
ap < 2— \/3, deci
. {k<n|{VBk} <2-3}
p= lim .

n—oo n

Teorema lui Weyl ne da
p=2— V3.

270. Fie a, b, ¢ numere pozitive al cdror produs este egal cu 1; mai presupunem cd

¢ = min{a, b, c}.
Sa se arate ca
a® 4+b* + ¢ + 6 — 3(ab+ ac+ be) > c(a —b)* + ¢(a — ¢)(b - c).
Marian Tetiva

Solutia autorului. Deoarece abc = 1 (deci Vabe = 1) avem, conform inegalitatii
mediilor, a + b+ ¢ > 3 gi atunci membrul stang al inegalitatii de demonstrat este cel putin

a® +b® + ¢ + 6abc — (a + b + ¢)(ab + ac + be),

adica inegalitatea va fi demonstrata daca aratam ca

a® 4+ + & + 6abc — (a+ b+ c)(ab+ ac+ be) > c(a — b)* + ¢(a — ¢)(b — c).

Aceasta inegalitate se mai scrie, dupa desfacerea parantezelor

Z a® + 3abc — Z (a2b + abQ) > a’c+b%c — ac® — b + & — abe,
sau, echivalent
3,13 2 2 2 2 2
a” +b> —a"b—ab” +4abc —2a"c—2b°c> 0= (a—b)"(a+b—2c) >0

si este demonstrata (stim c& a > ¢ i b > ¢). Egalitatea are loc, dupad cum usor se poate
vedea, daca gi numai daca toate numerele a, b, ¢ sunt egale.
Observatie. La inegalitatea

a® +b° 4 ¢ + 6 > 3(ab+ ac + be),
care rezultd de aici (valabild pentru orice a,b,c > 0 cu abc = 1) am ajuns de la

a® + %+ + d® 4+ 8 > 3(abe + abd + acd + bed),
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particularizand pe d = 1. Faptul ca aceasta inegalitate are loc pentru orice a, b, c,d > 0 cu
abcd = 1 l-ag propune ca problema deschisa, desi stiu ca nu exista o asemenea rubrica.

Solutie data de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior“ din Ramnicu-Valcea. Din ¢ = min{a, b, ¢} rezultd ¢ < b, ¢ < q;
abc = 1 implica

c<1, ab> 1. (1)

Inegalitatea devine

3, 3 a+b 1 2 2 2
a” +b +a3b3+673(ab+ - )z%mfb) +a3b3(ab71)(ab -1) &
& a®b® + a®b® 4 70’0 — 3d®b — 3a°b — 3ab® — a®b—ab® +a+b> 0. (2)

Se observd ci inegalitatea (2) este simetricd in a si b. Presupunem ci a > b; din (1)
rezulta ca a > 1, iar b poate fi ori supraunitar ori subunitar.
Cazul 1. a >b > 1.
Fie f : [b,00) = R,
f@) = 2°6% — 2® (3b> +b) +2® (b° + 7b° — 3b) — z (3> +b> — 1) +b,

cub>1.
Atunci

f'(z) = 52"6% — 32 (3b° + b) + 22 (b° + 76 — 3b) — (3b” +b° — 1),
1 (z) = 202°b* — 6z (3b° +b) + 2 (b° + 7b* — 3b)
£ (2) = 602°b> — 6 (3b> + b) = 6b (102°b — 3b* — 1) > 0
(deorece & > b > 1 implicd 322b > 3b° si 22b > b etc.).
Din f"’(x) > 0 pentru orice = > b, rezulta c& f''(z) este strict crescitoare pe [b, 00)

si deci f/(x) > f"”(b) (cu egalitate, deci, doar pentru = = b).
Insa

£ (b) = 22b° — 18b" 4 8b” — 6b = 4b° + 18b* (b — 1) + 2b° 4+ 6b(b— 1) > 0

implica implicd f”(z) > 0 pentru orice z > b; urmeazad ci f'(x) este strict crescitoare pe
[b,00). Avem deci, f'(z) > f'(b) (cu egalitate atunci si numai atunci cAnd = = b). Dar

f/(b) = 7% —9b° +106° — 96° + 1= (b— 1) [7b° +8b° — (b* +b> +2b+2)] >0, Vb>1,

implica f'(b) > 0, pentru orice b > 1, rezultd ci f'(z) > 0 pentru orice z > b, deci f(z)
este crescitoare pe [b,c0) conchidem c& f(z) > f(b).

Dar f(b) = b(b—1) [20° + 4b® — (b* + b + 2b + 2)| > 0 pentru orice b > 1; urmeaza
ca f(z) > 0 pentru orice > b. Atunci, pentrux = a > b, avem f(a) > 0, adica inegalitatea
(2).

Cazul 2. a>1,b

1
Din (1) rezultd a > 1; notdm — =y > 1; urmeazi cd a >y > 1.

b

Daci inegalitatea (2) (pe care trebuie si o demonstram) o impartim prin b°, obtinem
echivalenta

<1.
L1
= b

5 2 3 2
2 a a a a a a 1
s d®y® 4 a® + 7a*y® — 3d®y® — 3d®y* — 3ay® — Yt —ay® +ay® + 4t > 0. (3)

Fie g : [y,00) — R, unde
gla) =aiy® —a? (3y> +y*) +af 1+ 79" = 3y") —ar (v* +3y° —¢°) +y* 5 y > 1.
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Avem
g'(a1) = 5aiy’ = 3ai (y* +3y”) + 201 (=3y" + Ty’ + 1) + (v° = 3y —*);
9" (a1) = 20aty’ — 6a1 (y* +3y*) +2 (=3y" + 7y +1);
g"(a1) = 60a3y® — 6 (y4 + 3y2) = 6y> (10a%y T 3) >0,
deoarece y > 1si a1 > y = aly > y° si 3aiy — 3 > 0 etc.

Asadar g”(a1) este strict crescitoare pe [y, 00), rezultd g”(a1) > ¢g”(y) (cu egalitate
daca si numai daca a1 = ).

Dar g (y) = 20y° — 6y° — 6y* — 43> + 2 > 0, pentru orice y > 1, implicd g”(a1) > 0 i
deci g'(a1) este strict crescitoare pe [y, 00); urmeaza ci g'(a1) > ¢'(y) (cu egalitate numai
dacd a1 = y).

Insa

/ 4/ 2 4 3.2
JW=u-D[By" (v -1)+2y(y 1) +2y" -y ] >0, Vy>1

Rezultd ¢'(a1) > 0 si deci g(a1) este crescitoare pe [y, o0); urmeazd ci g(a1) > g(y).

Dar
9w =y y -1 = (' +y' —y* +y+1) 20, Vy>1,
implica g(a1) > 0 pentru orice a1 € [y, 00).

Evident c&, inlocuind a; = a, deducem ca g(a) > 0, adici (3).

271. Sa se arate ca pentru orice § € R are loc inegalitatea
i cosnf N L7T4
o (n+1)* = 720°
Robert Szasz

Solutia autorului. Este suficient si demonstram inegalitatea pentru 6 € [0, 27].
Observam ca

- o 1111
Z % = Re Z / ///xnu"v"t " dzdudvdt =
D 00 0

n=0 n=0
1111, 11 1 1
n n n,n _inb
—Re////(Zx u"v" e )dzdudvdt—Re////l_wvt S dadudvdt =
o0 o0 o0 =0 0 00 0
11 1 1 )
1 — xuvt cos
= dzdudvdt. 1
//// 1 + z2u2v2t?2 — 2zuvt cos raudy (1)
00 0 0

Este simplu de aratat ca are loc inegalitatea

1 — zuvtcos b 1
14 22u2v%t2 — 2zuvtcos§ — 1+ zuvt’

cu egalitate daca 0 = .
Din (1) si (2) rezulta ca

cosn9 = (-np" 7t

272. Fie x; € Ry, i = 1,n, astfel incdt
0<z1 <2< ... <2y §t T14+T2+...4+2T, =a.

VO e[0,2r] i Va,u,v,t € (0,00), (2)
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Sa se determine multimea {max x; |i=1, n} st sa se precizeze valorile pentru care
aceste mazxime sunt atinse.
Dorin Marghidanu

Solutia autorului. Din conditiile din enunt, avem (n—1)-z1 < z2+...+ zp, ceea

. . . . a ..
ce implicd nz1 < z1+ (x2 + ...+ zn) = a si apoi z1 < —. Deci maxz; = —, atins in cazul
n n

N a
incarer1 = T2 =... = Tp = —.

n
Pentru variabila x2, avem (n —2)-z2 < a3+ ...+ xn,deci z1 + (n—1) - z2 < a si

cum x; > 0, rezultd ca valoarea maxima a lui x2 este

1 si se realizeaza pentru z1 = 0,
a

To=...=Tp = .
n—1
Se continua apoi rationamentul.

In general, pentru variabila z; avem (n—k) xx < Tpt1 + ...+ Ty, deci
(z14+az2+...+zp)+(n—k+1) g <z14+224+... 420 =0a

gicum 0 < 21 < x2 < ... < xp—1 < Tk, valoarea maxima a lui xy se obtine cand
a

T =x2=...=xK—1 =058z = =1 =...=Tn, k=1,n.

n—k+1

Solutie data de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior“ din Ramnicu-Valcea. Dacad 1 = 22 = ... = z,—1 = 0, atunci
obtinem Znpmax = a > 0.

in continuare, avem 1 + 2 + ... + Tn—2 + (Tn—1 + Zn) = a.

Daci 21 = 22 = 23 = ... = Tp_2 = 0, atunci (Tp—1 + Zn

a
S (mn—l + xn) 5
Analog avem z1 + 22 4+ ... + Tn—3 + (Tn—2 + Tn—1 + Tn) = a.
Daci 1 = 2 = 23 = ... = Zp—3 = 0, atunci (Tn—2 + Tn_1 + Tn)

3xn—2 S (mn—2 + Tn-1+ xn)

= a, deci 2z,-1 <

max

max = @, de unde xp_1,,, =

max = @ 1mpclllca
= a (deoarece Tn—2 < Tn—1 < 2n) §i deci Tn_2,,,, =

. N . N . < a a
Din aproape in aproape obtinem, in cele din urma, x2,.x = T Timax =

max

g.

3

Urmeaza

A:{maxxi\izl,n}:{a 4 .,g,a}.

nn—1"
273. Daca
1 x
e(z) = <1+E) , Vo eRL

st a € RY, sd se calculeze

Jim (JLH;O ((2)2 (k_ e(a + ka) - ne(m)) >> .

Dumitru M. Batinetu-Giurgiu
Solutia autorului. Demonstram, mai intai, urmatoarea
Lema. Avem

lim ($2(6(1}—|—a) —e(z+b))) = w, Va,be R4, a>b. (1)

T—r00 2

Demonstratie. Aplicim teorema lui Lagrange functiei f : [z + b,z + a — R,
f(z) = e(x). Prin urmare, existd c(z) € (z + b,z + a) astfel incat

flata) = flo+8) = (a0 ) = =)<l ( (14 5) = 757 ) - @
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1 1
ta d "(x) = AIn(14+=) - .
aceasta deoarece €'(x) = e(x) (n ( + x) ooy 1)
Deoarece c¢(x) € (z + b,z + a) rezultd ca

b
x+b<c(w)<x+a¢>l+7<@<1+g;
T T x
.. . e ¢
atunci, din faptul ca £ — oo rezultda ca lim ——= = 1.

R Tr—r00 x
In conformitate cu (2) deducem cd

Tim (2 - (e(w + a) - e(z + b)) = lim (mQ(a —b) - e(e(z)) - (ln (1 + L) - C(%)) -

c(z) )+ 1
. T 2 . . 2 1 1
—e=n i () e g (0 (0 (1 75) - 7)) -
t
In(14+¢t)— ——
:(a_b)'l'e'}ij}%t—zma
1 .
unde t = @ Prin urmare,

RSN
ZlLrI;Q((e(x—O—a)—e(:c—i—b))-f):(a—b)-eJEW—
_(a=b)y-e .. t+1-1 (a—b)-e .t (a—b)-e

R T (S E A Hm 2 ®)

Cu aceasta lema este demonstrata.
Daca b = 0, atunci avem

lim (as2 (e(z +a) —e(x))) = ae

T—r00

Prin urmare,

Tli)rgo ((Z e(x+k-a)—n- e(x)) . x2> = Tll)n;o (2® - (e(z + k-a) —e(x))) =
k=1

n

3

Il
B
S
g
|
S
o]
3
e
Il
3
=
3
+
—
=
e
[

2 2 4 : (5)
1 k=1

x>
Il

Rezulta ca

Jim, <JL“§<> ((2)2~ ( e<x+k-a>—n~e<x>>>> _
—nlLH;O%Z (xll)rr;o (2® (e(z + k- a) ,e(x)))) = lim n-(n+l)-ae_a-e

n—00 4n2 - 4 '

Solutie data de Marius Olteanu, inginer la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti,
sucursala ,,Olt-Superior“ din Ramnicu-Valcea. Avem

(Z)Q . (En:e(xwL ka) — ne(x)) = % L2 (En: (e(x + ka) — 6(36))) _

k=1 k=1

= % . (Z z* (e(z + ka) — e(ac))) . (1)
k=1
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Avand in vedere modul de obtinere a relatiilor (4) si (5) de la pag. 152 si 153 din
[1], se deduce imediat faptul cad pentru orice z > 1, z € R, avem sirul de inegalitati

e e e &

— Ve >1
2x+2<2m+g<e e(“”)<2x+4—e<2m+1’ z=4
6 e—2
de unde rezulta ca
e e
— _— > 1. 2
wga W< Ve @
In plus,
e(z + ka) —e(z) = (e(z + ka) — e) + (e — e(x)). (3)
Din (2) avem
e e
— Ve>1
2x—|—2<ee 6($)<2:c—|—1’ rT=5 .
- ka) — ———— Vz>1 keN* R%.
2(9[:—|—ka)—|—1<e(3€Jr @) e<2(ﬂc+ka)+2’ Tz L EEN, a€Ry

Dup4 (3) urmeaza ca:

e LI L <e(x+ka)—e(x)<e LI L
2r+2  2(z+ka)+1 2e+1  2(x+ka)+2)’

Vo >1, ke N*, a € R}, ceea ce este echivalent cu
2ka — 1 2ka+1
. ka) — .
C @i D@r ket S C@TR) —el) <ersm e R )
Ve >1, ke N*, a e R} siapoi
.. z?(2ka — 1)
2(x +1)(2z + 2ka + 1)

Ve >1, ke N, aeR:.
Aplicand teorema ,clestelui“ avem

z?(2ka — 1)

2?(2ka 4 1)
22z + 1) (z + ka+ 1)’

< z°(e(x + ka) —e(z)) < e-

. . 2
¢ T e+ ket 1) A [ (e(x + ka) —e(2))] <
2?(2ka + 1)
i
S e D@t kat 1)
deci
. 2 ka * . *
lim [2%(e(z + ka) — e(z))] =e 5 VkeN' gia€eR,. (4)
Tr—r0o0
Tindnd cont de relatiile (1) si (4) avem
. z\2 [ I &
xh_>n010 (g) (; e(x + ka) — ne(x)) =3 ;xlirr;o [wz (e(x + ka) —e(x))] =
_ca Loy~ ca 1onntl) e ntl
T2 an:l_Z n? 2 T4 n '
adica
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274. Fie R si p doud numere strict pozitive, iar k un numar natural dat. Consideram
sirul de polinoame (Fy,) definit prin

n>k

Fn(X) _x"_ Ran—k _ Z ijnfj'
1<ji<n
J#k

1. Sa se arate ca fiecare polinom F,, are o unicd radacina reald pozitiva &.
2. Sa se arate ca sirul (§,),,5,, este monoton si convergent.
Doru Stefanescu

Solutia autorului. 1. Polinomul F;, are o singura schimbare de semn. Dintr-o
cunoscutd teoremd a lui Descartes (regula semnelor), reiese ci F,, are o singurd radacind
pozitiva.

2. Consideram d € N, d > k. Atunci are loc relatia

d
Fai(X) = XFa(X) — p™*.
De aici obtinem
d+1 d+1
Fir1(€a) =&a-F(&a) —p"" =—p"" <.

Conform teoremei lui Cauchy reiese ca numarul &4 este o margine superioara a mod-

ulelor radacinilor polinomului Fy41. Prin urmare, avem

€q < €441 pentru orice d > k,

ceea ce arata ca sirul (£4),.., este crescator.

Pe de alta parte, din teorema ,,R+ p“ a lui Lagrange valorile absolute ale radacinilor
polinomului Fy sunt marginite superior de R 4 p daca p < R, respectiv de p + R daca
R < p, care este (in acest caz) aceeagi margine. Deci &g < R + p. Asgadar

0< "gd < R+ P
deci sirul (£4),,, este marginit.
Cum sirul (£4),, este si monoton, rezultd convergenta sa.
Solutie data de Nicusor Minculete, Universitatea Dimitrie Cantemir din Brasgov.
- 1
1. In ecuatia F,,(z) = 0 facem substitutia x — — si astfel obtinem ecuatia
x
Z P’ + RFeF —1=0.
1<j<n
J#k
Considerdm acum functia f : [0, +00) — R datd de

f@)= 3 P+ R -1

1<j<n
J#k
Cum f(0) = —1si lim f(z) = +oo, iar f este o functie continui, deducem ci ecuatia
€T —r 00

f(z) = 0 are cel putin o solutie. Dar

/ CGog—1 k_k—1
f(x) = E jp’e? T + kR 2" >0, Vx>0,
1<j<n
37k
deci functia f este strict crescatoare pe (0,400), agadar f are o singura radécind pozitiva,
ceea ce Inseamna ca polinomul F, are o singura radacina reald pozitiva &.
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2. Fie &, riddicina pozitivd a polinomului F,(z) = 0 si &,4+1 rédicina pozitivd a
1
5 n > k, deci avem relatiile
pnen +pn—19n—1 4. +pk+19k+1 + pk—lak—l .+ Rkek —1=0

1
polinomului F,,41(x) = 0. Vom nota &, = 3 $i ny1 =

si
pn+16n+1+pn5n+.”+pk+16k+1+pk716k71+'”+Rk5k71:0.

Din aceste relatii obtinem

pn+15n+1 — (0" — ") + pn71 (97171 B 5n71> T +pk+1 (9k+1 . 5k+1) +

ot (9’“—1 —6" )+ p(0 - 8)+ R (0 —5’“). (%)

Se observa usor ci 0 # §, din relatia (x) (deoarece pentru @ = §, obtinem p" 1" = 0,

fals, iar
0° —6° =(0—-0)E(0,9,s),
unde E(0, 9, s) > 0, pentru orice s > 1.
Relatia (*) se rescrie in modul urmétor:

P = (0= 6) {07 E©0,6,5) + ...+ pl + R*E0,5,k) },

mHgntl > 0 gi expresia dintre acolade este strict

ceea ce implicd § — & > 0, deoarece p
pozitiva.
Prin urmare, 6 > §, adicd {41 > &n, deci sirul (€,),,-,, este strict crescétor.
Presupunem prin absurd ca sirul (£»),,, este nemarginit, iar cum el este strict

v % % . L) . n
crescator, rezulta ca lim &, = oo, adica lim -— = oo.
n—oo n—oo p

Cum
& —RETF —pe T =P — = ppn—1& — p" =0,

prin impartirea cu p" obtinem

5771, n_HQ(é.n)n—k_(gn)n—l_(gn)n—Q_ _gi_ B o
(P) Pk \ p P P ) 1=0 ()

Prin trecere la limitd in relatia (xx) deducem ci oo = 0, ceea ce este o contradictie.
Agadar, sirul (£,),,-, este marginit. Cum acest gir este monoton gi marginit, rezultd ca
este convergent, din criteriul lui Weierstrss.

Nota redactiei. O solutie corecta, similara cu cea de mai sus, a dat si domnul in-
giner Marius Olteanu de la S. C. Hidroconstructia S.A. Bucuresti, sucursala ,,Olt-Superior “
din Ramnicu-Valcea.
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Matematica in top ?

NECULAI STANCIUY)

Abstract. The international Company Creators Synetics composed in
October of 2007, the top 100 living geniuses in science, politics, art and
business. On top are two mathematicians Grigory Perelman (Russia) and
Andrew Wiles (UK).

Keywords: History of Mathematics.

MSC : 01A05.

Compania internationala Creators Synetics a alcatuit, in octombrie 2007, topul celor
100 de genii in viata din domeniul stiintei, politicii, artei si din mediul de afaceri.

Primul loc a fost impartit de inventatorul Internetului, Sir Tim Berners-Lee si chimis-
tul elvetian, Albert Hofmann — descoperitorul proprietatilor halucinogene ale LSD. Pe ul-
timul loc figureaza numele regizorului american Quentin Tarantino. In total, pe lista sunt
24 de britanici gi 43 de americani. Doar 15 dintre cele 100 de genii sunt femei. Cele 100 de
genii au fost alese In functie de 5 factori — rolul jucat in schimbarea sistemului de viziune
asupra lumii, recunoagterea publica, forta intelectului, succesele si importanta culturala.

In acest top sunt si doi matematicieni, Grigory Perelman (Rusia) si Andrew Wiles
(Marea Britanie). Meritele celor doi sunt demonstrarea a doud conjecturi celebre. Ter-
menul de conjecturd a fost introdus de David Hilbert®, in formularea celor 23 de probleme
supuse spre rezolvare comunititii internationale a matematicienilor la al II-lea ,,Congres
international al matematicienilor“ din 1900 de la Paris. In mod obignuit, prin conjectura
se intelege orice explicatie presupusi a unui fenomen (eveniment) constituita fara certitu-
dine si in afara oricirei dovezi (probe) plecand de la aparente sau presupuneri. In acord
cu Hilbert (autorul termenului de conjecturd) se intelege prin conjecturd acea problem&
deschisd care poate furniza arhitectura unei teorii in matematicd (sau o directie noud) sau
avansarea unui nou domeniu.

Pierre Fermat (parintele teoriei numerelor) a produs 48 conjecturi (trei s-au dovedit

false) care au reprezentat probleme de cercetare pentru multi matematicieni (Gausss),

DProfesor, Sc. George Emil Palade si Sc. nr. 6, Buziu, stanciuneculai@yahoo.com

?Niscut la 23 inuarie 1862 la Konigsberg, in Prusia (acum Kaliningrad, Rusia) — de-
cedat la 14 februarie 1943, a fost un matematician german. Prin profunzimea ideilor si
a modului de exprimare, ,,Bazele geometriei “ a lui Hilbert a devenit cartea de temelie a
matematicilor moderne si metoda axiomatizarii in sensul lui Hilbert; ea a fost generalizata
pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totusgi, pentru ugsurarea intelegerii geometriei
afine si euclidiene, astazi se adopta o constructie a geometriei cu ajutorul unei automatizari
bazate pe algebra liniard. Acest fapt este in concordantd cu schimbaérile determinate de
noul curriculum, de noul sistem de evaluare si de noile manuale. (N.A.)

3) Carl Friedrich Gauss, latinizat Carlo Friderico Gauss (n. 30 aprilie 1777, Braun-
schweig — d. 23 februarie 1855 Gottingen) a fost un matematician, fizician i astronom
german celebru. (N.A.)
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Cauchy?, Riemann® etc). Ultima conjecturd a lui Fermat (cunoscutd ca Marea teorem&
a lul Fermat) a fost ¢ ecuatia 2™ + y" = 2", pentru n > 3, nu are solutii in Z \ {0}.

Pierre de Fermat?® Vs. Sir Andrew John Wiles?

(n.17 august 1601, Montauban, (n. 11 aprilie 1953, Cambridge,

Franta - d.12 ianuarie 1665, . . .
Castres, Franta) England, Residence United Kingdom)

Marea teorema a lui Fermat a fost enuntata de Pierre de Fermat in anul 1637,
iar demonstratia completd a fost gasita de-abia 357 de ani mai tirziu, in 1994, de catre
matematicianul englez Andrew Wiles.

Pentru n = 2, enuntul nu este adevirat. Existd triplete de numere naturale (z,y, z)
cu care se pot forma laturile unui triunghi dreptunghic; de aici, conform teoremei lui
Pitagora, avem x* + y* = 2°. De exemplu (3,4, 5) sau (5,12,13). Existd chiar o infinitate
de astfel de triplete, forma lor generals fiind & = 2uv, y = u? — v?, z = u? + v?, unde u si
v sunt numere naturale oarecare.

Pentru n > 2, doar cazul n = 4 admite o demonstratie elementara, schitata de
Fermat insugi. Chiar si pentru cazul n = 3 demonstratia depaseste nivelul manualelor de

D Augustin Louis Cauchy (n. 21 august 1789 — d. 23 mai 1857) a fost unul dintre
cel mai importanti matematicieni francezi. A demarat un proiect important de reformu-
lare gi demonstrare riguroasa a teoremelor de algebra, a fost unul dintre pionierii analizei
matematice si a adus o serie de contributii si in domeniul fizicii. Datorita perspicacitatii
si rigurozitatii metodelor sale, Cauchy a avut o influenta extraordinara asupra contempo-
ranilor si succesorilor sai. Catolic si roialist fervent, manifestd o prezenta sociala activa.
(N.A)

2 Geory Friedrich Bernhard Riemann (n.17 septembrie 1826 — d.20 iulie 1866) a fost
un matematician german cu importante contributii in analiza matematica si geometria
diferentiala, unele dintre ele deschizdnd drumul ulterior spre teoria relativitatii generalizate.
(N.A))

3) A fost un matematician francez, precursor al calculului diferential, geometriei analitice
gi calculului probabilitatilor. Lui ii este atribuit intr-o masura mai mica calculul modern,
in special, pentru munca sa referitoare la tangente si punct stationar. El este considerat
cateodata ,parinte“ al calculului diferential si al teoriei numerelor. A avut contributii si in
geometria analitica si probabilitate. S-a nascut in oragul Beaumont-de-Lomagne. Tatal lui
era un bogat negustor de piei. Sub presiunea familiei, Fermat s-a indreptat spre o cariera
in administratia civili. In 1631 a fost numit consilier la Departamentul de Solicitiri din
Toulouse. In 1652 a fost afectat de o formd a ciumei, care bantuia Europa acelor ani. A
intretinut o vasta corespondentd cu Digby, Wallis, Mersenne. (N.A.)

YProfesor de matematic la Princeton University (U.S.A.), a obtinut premii notabile:
Fermat Prize (1995), Wolf Prize (1995/6), Royal Medal (1996), IMU Silver Plaque (1998),
Shaw Prize (2005).
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liceu; primul care s-a ocupat de cazul n = 3 a fost matematicianul Leonhard Euler?) in
1753.

In 1825, francezii Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet® si Adrien-Marie Le-
gendre® trangeazd cazul n = 5, demonstratia avand ca punct de plecare o idee mai veche
a lui Marie-Sophie Germain® .

Dupa cativa ani, este finalizatd demonstratia pentru n = 7,de catre francezul Piére
de Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé®. La mijlocul secolului XIX, Academia Francezi
instituie un premiu de 3000 franci (o suma enorma atunci) pentru o demonstratie completa
a teoremei.

Demonstratii pentru numere prime mai mici ca 100 au fost date aproximativ in
aceeagi perioada, de catre matematicianul german Ernst Eduard Kummer®.

In 1908, magnatul german Paul Wolfskehl aloca uriaga suma de 100.000 de marci
celui ce va demonstra teorema (,oferta fiind valabild pana in 2007). Dupa aparitia calcu-
latoarelor electronice, au fost abordate cazuri particulare pentru valori tot mai mari ale lui
n; prin anii 1980, erau elucidate toate cazurile in care n < 4.000.000.

In ultimii ani de dinaintea gasirii demonstratiei complete pentru orice n > 2, mate-
maticienii erau convingi ca prin metode elementare nu se mai poate aduce nimic nou.

In anul 1983, matematicianul german Gerd Faltmgs7). a demonstrat ca exista cel
mult o multime finita de contra-exemple la marea teorema a lui Fermat.

In septembrie 1994, matematicianul englez Andrew Wiles a dat demonstratia com-
pleta a teoremei, dupa ce, in 1993, propusese o alta demonstratie, care se dovedise a fi
gresita.

In anul 2000, Institutul matematic Clay (U.S.A.) a lansat in cadrul unei Conferinte
aniversare a centenarului congresului international al matematicienilor din 1900, un numar
de 7 probleme (numite problemele mileniului treis)) spre rezolvare: fiecare problema este co-
tatd cu un premiu de 1000000 de dolari. Printre aceste sapte probleme se afla si Conjectura
Poincaré.

1)(n. 15 aprilie 1707, Basel, Elvetia — d. 18 septembrie 1783, Sankt Petersburg, Rusia)
a fost un matematician §i fizician elvetian. Leonhard Euler este considerat a fi fost forta
dominanta a matematicii secolului al 18-lea gi unul dintre cei mai remarcabili matematicieni
si savanti multilaterali ai omenirii. Alaturi de influenta considerabila pe care a exercitat-
o asupra matematicii si matematizarii stiintelor stau atat calitatea si profunzimea, cat
si prolificitatea extraordinara a scrierilor sale, opera sa exhausivd (daca ar fi publicatd
vreodatd) putand cu ugurintd umple 70 — 80 de volume de dimensiuni standard. (N.A.)

2)(n. 13 februarie 1805 — d. 5 mai 1859) a fost matematician german, celebru prin
contributiile valoroase in analiza matematici i teoria numerelor. (N.A.)

3)(n. 18 septembrie 1752 - d. 10 ianuarie 1833) a fost matematician francez, cunoscut
pentru contributiile sale in domeniile: statistica, teoria numerelor, algebra abstracta si
analizd matematica. (N.A.)

4)(n. 1 aprilie 1776 — d. 27 iunie 1831) a fost o matematiciand francez& cu contributii
importante In geometria diferentiald si teoria numerelor. (N.A.)

3 (n. 22 iulie 1795 — d.1 mai 1870) a fost un matematician francez. (N.A.)

%) (n.29 ianuarie 1810 — d.14 mai 1893) a fost un matematician german. (N.A.)

") Gerd Faltings — n. 28 iulie 1954 in Gelsenkirchen-Buer, Germania — este un matema-
tician german (N.A.)

8)Cele sapte probleme ale Mileniului stabilite de Clay Institute din Cambrige, Mas-
sachussetts sunt urmatoarele: P versus NP, Conjectura lui Hodge, Ipoteza Riemann,
Existenta ,golului de masa“ Yang-Mills, Problema de existentd Navier-Stokes, Conjectura
lui Birch-Sinnerton-Dyer, Conjectura lui Poincaré — singura rezolvatd. (N.A.)
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Jules Henri Poincaré" vs. Grigori Perelman 2)
(n.29 aprilie 1854 — d.17 iulie 1912) (n.13 iunie 1966, Sankt Petersburg, Rusia)

In 1904, Poincaré enunta faimoasa sa conjectura. Enuntul ei, in cazul cel mai general,
este urmatorul:

O varietate simplu conexd din spatiul cu n + 1 dimensiuni este homeomorfa cu o
sferd n-dimensionald.

Pentru cazul mai general, pentru n > 4, demonstratia a fost realizata de catre
Zeman(1962), Stallings ® (1960) si Smale ¥ (1960), iar pentru cazul n = 4 demonstratia
a fost reusita de catre Freedman in 1982. Ramasese de demonstrat cazul in care n = 3,
adica varianta, aparent, cea mai simpla.

William Thurston ®, un matematician de la Princeton, a propus, pe la inceputul
anilor 1970, o clasificare a varietatilor 3-dimensionale. El considera ca atat timp cat va-
rietatile 3-dimensionale pot avea diferite forme, ele nu vor ,prefera® o anumita geometrie,
intocmai ca o tesaturda din matase care va lua forma manechinului pe care este agezata.
El a afirmat ca fiecare dintre varietatile 3-dimensionale poate fi descompusa in unul pana
la opt componente, inclusiv una de tip sferic, in sensul topologic al cuvantului. Avem
acum de-a face cu o noua conjectura, ,, Conjectura geometrizarii“, care este o generalizare
a Conjecturii lui Poincaré.

DA fost considerat un matematician universal cu contibutii in toate domeniile mate-
maticii. (N.A.)

2 Talentat la matematics, urmeaza cursurile unui prestigios liceu leningridean renumit
pentru specializarea sa 1n fizicad gi matematica. Rezultatele sale nu se lasa asteptate si, in
1982, devine membru al lotului sovietic pentru Olimpiada Internationala de Matematica si
obtine medalia de aur cu scorul maxim posibil: 42 de puncte.

A refuzat Medalia Fields (2006) si premiul de 1.000.000 de dolari oferit de Clay Mathe-
matics Institute. (N.A.)

3) John Stallings (n. 22 iulie 1935 — d. 24 noiembrie 2008 in Berkeley) a fost un matem-
atician american. A primit Medalia Fields in 1966. (N.A.)

4) Stephen Smale (n. 15 iulie 1930) — este un matematician american. A primit Medalia
Fields in 1966.(N.A.)

%) William Paul Thurston (n. 30 octombrie 1946) este un matematician american. A
primit Medalia Fields in 1982. (N.A.)



348 ISTORIA MATEMATICII

In 1982, anul in care Thurston primea Medalia Fieldsl), un alt matematician, Richard
Hamilton® , de la Universitatea Cornell, propunea un program de demonstrare a Conjecturii
geometrizarii. El pleaca de la aga-numita Curgere Ricci. Hamilton isi propune sa arate ca
o suprafata simplu conexa poate fi deformata continuu astfel incat oricare punct al ei
s& ajungd pe suprafata unei sfere (sfera in sensul larg, topologic). Problema era ci pe
masura ce se aplica deformarea, in timp, se intampla sa apara zone cu singularitati. Aceste
singularitati il impiedicau pe Hamilton sa realizeze deformarea continua pe care o dorea.
Aici intervine articolul genial al lui Perelman din 2002, care are 39 de pagini. In » Lhe
entropy formula for the Ricci flow and its geometric applications® Perelman indica o cale
prin care singularitatile pot fi ficute sa dispara. El aplica un procedeu prin care marimile
care intervin in deformare sunt ,netezite“.

Lucrarea lui Perelman nu a reprezentat demonstrarea completa a conjecturii Poin-
caré, ci numai realizarea unui schelet de demonstratie. Dupa mai multe dezvoltari, demon-
stratia completd a fost realizat’ de citre Huai-Dong Cao ® si Xi-Ping Zhu ¥. Demonstratia
se Intinde pe 328 de pagini. Terence Tao®, profesor de matematici la Universitatea din
California, spune ca realizarea lui Perelman este ,cea mai frumoasa demonstratie pe care
a vazut-o in ultimii zece ani”.

Inainte de a muri, Hilbert a fost intrebat, daca ar invia dupa 500 de ani, ce intrebare
ar pune, si el a raspuns: daca a fost rezolvata ipoteza lui Riemann 2

In ceea ce priveste topul universitatilor (2007), existd un clasament realizat de Times
Higher Education Supplement (THES) si firma Quacquarelli Symonds (QS) (Universitatea
din Bucuresti este singura universitate din Romania care a intrat in topul primelor 500 din
lume, pe locul 472) si un clasament realizat de Universitatea Jiao Tong din Shanghai (si in

DMedalia Fields este cea mai importantd distinctie din lumea matematicii, fiind cunos-
cuta ca un fel de Premiu Nobel pentru matematica. Medalia este datoratd matemati-
cianului John Charles Fields (1863-1932), care a propus in 1932, in cadrul unui congres
international al matematicienilor care a avut loc la Toronto, infiintarea unei distinctii care
sa recompenseze realizarile majore din matematica. La moartea sa, in 1932, a lasat drept
mogtenire toate bunurile pentru a finanta medalia care avea sa 1i poarte numele. Spre
deosebire de Premiul Nobel, care se acorda anual, Medalia Fields este atribuita la fiecare 4
ani, in cadrul unui congres international de matematica. De mentionat ca medaliatii Fields
trebuie s aibd o varstd mai mica de 40 de ani. (N.A.)

2 Richard Streit Hamilton (n.1943) — este un matematician american. A fost ales mem-
bru in National Academy of Sciences in 1999 si in American Academy of Arts and Sciences
in 2003. A primit premiul AMS Leroy P. Steele Prize in 2009. (N.A.)

3 Matematician de origine chinezi — activeazi la Departamentul de Matematics al Uni-
versitatii, Lehigh, S.U.A. (N.A.)

Y Matematician de origine chinezi — activeazi la Departamentul de Matematici al Uni-
versitatii Zhongshan, Guangzhou, China (N.A.)

%) Terence Chi-Shen Tao (n. 17 iulie 1975, Adelaide, South Australia) este un matems-
atician australian (supranumit ,Mozart“ in matematici). In august 2006 a primit Medalia
Fields, iar o lund mai tarziu a primit premiul MacArthur Fellowship. A fost ales la Fellow
of the Royal Society pe 18 mai 2007 si in 2009 devine member of American Academy of

Arts and Sciences. Cel mai tanar profesor de matematica (24 de ani). (N.A.)
e o]

1
®)Ipoteza lui Riemann — Functia ¢(s) = E —, unde s € C, are zerourile in C situate
n

n=1
1 . < . < e .. o .
pe drepte cu s = 5 + bi, cu b € R. Aceasta conjecturd reprezintd cea mai importanta si

dificild problem# a matematicii contemporane. (N.A.)
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anul acesta topul este impanzit de universitatile americane, in primele 10 pozitii ale topului,
8 sunt din Statele Unite, iar 2 din Marea Britanie). Cele mai multe universitati din topul
Shanghai sunt americane (159), urmate ca numéar de cele britanice (42), germane (40),
japoneze (31) si de cele canadiene (21). Cu ocazia congresului matematicienilor roméani,
Institutul de Matematica ,,Simion Stoilow* al Academiei Roméne a redactat un raport
in care precizeazad: ,Toate universitdtile de top din America au cel putin un profesor de
matematica roman si peste 300 de profesori roméani de matematica predau la universitatile
din Statele Unite, Franta, Noua Zeelanda, Marea Britanie, Germania, Italia”.

Statistica elaborats de Institutul de Matematics, aratd in continuare: ,In domeniul
matematicii sunt mai putin de 500 de absolventi de studii superioare anual, din care 10-
20 intra in cercetarea matematica. De ani buni se manifestd o migratie aproape totala
a ,supercreierelor“ din domeniu spre universitatile din S.U.A. gi Europa de Vest inca din
primii ani de dupa facultate sau chiar dupa liceu. “

Un astfel de matematician roman (dupd unii specialigti cel mai bine cotat tanar
matematician romén) este Daniel Tdtaru. Matematicianul a fost un pretendent romén
la ,Nobelul matematicii“. Chiar dacad l-a ratat, Tdteru raméane un candidat serios la
recunoagterea mondiala. In 2002 a primit prestigiosul Premiu Bocher, distinctie acordata
la fel de greu, o data la trei ani, in acelasi timp cu Terence Tao, cel cu care a facut echipa
in cercetare la Princeton intre 1995 gi 1997.

BIBLIOGRAFIE

[1] M. Oprea, Ce este o conjecturd si ce tnseamnd o conjecturd ?, Rev. Axioma,
Nr.8/2001.
[2] * * * Wikipedia, enciclopedia libers.

Ion Ionescu (Bizet) (1870 — 1946)

MIRCEA TRIFU?)

»A fost odata ca niciodata un inginer strasnic, lon Ionescu,
stanca de granit, inima de aur, om de treaba gi om de isprava”

Gh. Titeica

Peste viata si activitatea lui Ion Ionescu, vestit inginer al Scolii Nationale de Poduri si
Sosele din Bucuresti si ,,stalp“ al Gazetei Matematice, s-a agternut, cu nedreptate, uitarea...

S-a néscut la 22 noiembrie 1870 in citunul Stoienoaia, comuna Creata-Lesile (astizi,
comuna Petrachioaia) din judetul Ilfov, unde tatal siu, Nicolae Ionescu, cisdtorit cu Maria-
Atina, nascutd Diamandescu, fiica unui podgorean din Valea Calugareasca, era administra-
torul mosiei din localitate a fratilor Iosif si Constantin Darvaris. Scoala primara o incepe
in comuna natala, ,,...cu mari greutdali din cauza schimbarii invatatorilor. Pentru clasa a
Il-a am fost adus la Bucuresti, la scoala de la Clementa, stand la o gazdd de la care am
fugit la tara, caci pana si alimentele ce mi se aduceau de acasa le dadea la o ceata de catei,
din parul carora isi facea ciorapi contra reumatismului. Cu modul acesta am pierdut anul
acela.“ Va incheia ciclul primar la §coala nr. 1 de Rosu din Bucuresti.

Pasiunea pentru matematici se formeazi acum. In clasa a IV-a citeste o carte
despre logaritmi si este fascinat de uluitoarea facilitate pe care acestia o ofereau calculului

1)(n. 6 mai 1967, Piatra Neamt). La Princeton, unde Daniel Tdtaru a efectuat studiile
postdoctorale, lucreaza englezul Andrew Wiles si a lucrat incepand din 1993 si rusul Grigori
Perelman. (N.A.)

2)Profesor, Secretar general al S.S.M.R.
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cu numere mari. ,,...Am aruncat toti haiducii si toate povestile pe care le aveam si am

cautat sd fiu mai aproape de matematici“ va marturisi el mai tarziu.
Urmeaza Scoala comerciala din Bulevardul Domnitei

(azi, Bd. Hristo Botev ), avdnd bursi in toti anii de studiu.
In timpul verii facea practica de contabil, ca s& stranga bani
pentru anul gcolar urmator.

Dupa absolvire, devine contabil al mosiei Stoienoaia.
Tarna, fiind mai putin ocupat, se pregateste singur pentru
admiterea in anul preparator i apoi, ca elev la Scoala de
Poduri si Sosele din Bucuresti , ,,...la trigonometrie, dupd
cartea lui Gh. Constantinescu, fost profesor la Craiova“. La
examenul de admitere din 1889 este primul ,,la clasificatie“ si
va absolvi gcoala in 1894, ca sef de promotie, cu media 18,42
(punctajul maxim fiind 20), cea mai mare medie obtinuti
pana atunci.

»Ca elev era unul din cei mai disciplinafi, din cei
mai inteligenti, de o staruinid fard seaman® isi va aminti,
peste ani, fostul sau profesor, Anghel Saligny. A fost ser-
gentul (seful) clasei, dar si cel care va redacta cursurile de
»Mecanica rationala“ a lui G. Kirilov si de ,Rezistenta mate-
rialelor“ a lui C. Mdanescu si va traduce ,, Tratatul de poduri*

a lui Winker.
Este angajat ca inginer la Serviciul pentru constructia ciii ferate (si a podului) de

la Fetegti-Cernavoda. Podul este inaugurat de catre Regele Carol I, in uralele multimii, la
14 septembrie 1895. A doua zi, la 15 septembrie 1895, va aparea primul numar al Gazetei
Matematice.

Podul de la Cernavoda a fost o mare realizare a inginerilor romani, fiind, la vremea
aceea, cea mai mare constructie de acest fel din Europa. Ion Ionescu a fost sef de santier
la primul tronson al podului, cel dinspre Fetesti, peste bratul Borcea.

Ca inginer, Ion Ionescu este autorul unor constructii, studii si proiecte, unele de-
osebite. A elaborat, de exemplu, proiectul pentru gsantierul naval din Turnu Severin, este
autorul unui studiu privind transformarea Prutului intr-un canal navigabil intre Galati si
Tagi, a executat cu mare profesionalism harta hidrografica a bazinului Dunarii. A construit
podul de la Bobolia, pe valea Prahovei, iar in 1905 a construit primul pod in unghi pe plan
orizontal din lume, care se numeste Podul Bizet si este inca in folosinta.

A obtinut cel mai Inalt grad ingineresc, inginer inspector general, a avut functii
importante In Comisia Centrala pentru despagubiri de razboi, in Consiliul Permanent al
Instructiunii Publice. A fost chemat si la Primaria Bucurestilor, ca specialist tehnic, dar
intransigenta sa proverbiala a produs neplaceri, aga ca a fost nevoit sa isi dea demisia.

Ingineria n-a fost pentru lon Ionescu o cale de a ajunge la o situatie materiala buna,
a avut o situatie materiald modesta. Cu ocazia pensionarii va marturisi ca ,,...in anul in
care am iegit inginer am locuit in doud oddite mici din strada Calusei, i astdzi, dupd 42
de ani de practicd inginereascd, locuiesc tot acolo, in doud camere ceva mai mici.* Este
strAmtorat financiar si spre batranete, pe volumul ,Povestiri tehnice“ — face urméatoarea
dedicatie unui fost elev, care l-a ajutat la tiparirea cartii, multumindu-i pentru sprijin:
wocumpului meu elev, Emil Prager, in amintirea editarii a 200 de exemplare din aceastd
carte, al cdrei venit mi-a fost de ajutor pentru cautarea boalei mele din 1943- 1945 “.

A trait modest si sobru. ,,...Pe mama mea am avut-o ca exemplu de muncd si de
constiinta la indeplinirea datoriei, de la ea am luat spiritul de corectitudine, de economie,
de trai modest“. Nu gi-a permis extravagante, doar scurte ,iegiri“ cu prietenii, la via sa de
la Valea Calugareasca sau la beraria ,La Capitanul® din apropierea Universitatii.
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A adunat carti, multe si bune. Colectia sa de carti de aritmetica era cea mai completa
gi unica in Romania.

In anul 1897 isi incepe cariera didactic#, fiind profesor de matematici la Scoala de
Telegrafie din Bucuresti. In anul urmitor este numit suplinitor la Catedra de mecanici
aplicata si rezistenta materialelor la Scoala de Poduri si Sosele. In perioada 1909 — 1914
a fost profesor (suplinitor) la Catedra de Lucrari Grafice si Rezistenta materialelor. In
anul 1914 Anghel Saligny solicita retragerea de la catedra si il recomanda ca succesor pe
ITon Ionescu. Va ramane profesor la Catedra de Poduri pana la 1 octombrie 1938, cand se
pensioneaza.

Pe langa functia didacticd, lon Ionescu a indeplinit gi alte functii: presedinte al
Sectiei de Matematica a Societatii Roméne de Stiinte (in anul 1910 a fost chiar presedinte
al acestei Societdti), membru la Mathematical Society din Anglia .

La Societatea Politehnica a fost timp de 13 ani secretar, timp de 9 ani vicepregedinte,
iar in perioada 1932 — 1934, a fost presgedinte.

In anul 1938 a fost numit, prin decret regal, pregedinte al Colegiului Inginerilor,
functie in care a stat pana in 1941, cand s-a imbolnavit.

In anul 1919 a fost ales membru corespondent al Academiei Romane.

A avut chemare pentru invatidmant, a avut vocatie de dascal. La tabla explica
simplu, fara emfaza, convingator, cu o logicd impecabild, pasionat, antrenand elevii in
entuziasmele lui retinute, dar comunicative. Desena cu o uimitoare indemanare. Stia sa
inlature, cu putine cuvinte, dificultatile de intelegere.

Din partea elevilor, cerea multd munca si o disciplind de fier. Nu accepta, sub nici o
forma, chiulul i abaterea de la norme odata stabilite.

A dat 36 de serii de ingineri, dar nu se cunoaste cazul vreunui fost elev care sa nu fi
recunoscut mai tarziu, in decursul carierei, cat de profitabila, cat de salutara a fost trecerea
prin mainile lui.

Marea lui severitate, proverbiala lui exigenta, au fost socotite ca exagerate. El nsa
nu a cedat, a ramas integru si drept, increzator pe convingerile lui, vesnic in minoritate,
dar cerand sa i se consemneze parerea in scris, ,pentru vremea cand o opozitie dezinteresatd
va fi mai folositoare decdat un reptilism cu tendinge“.

A fost, dupa aprecierea elevilor sai, cel mai autorizat profesor de moralad si cinste
profesionala.

La Gazeta Matematica contributia lui Jon Ionescu a fost covarsitoare. A facut parte
din cei cinci ingineri, Intemeietorii, ( Victor Balaban, Vasile Cristescu, Andrei Ioachimescu,
Ion Ionescu si Ioan Zottu) care, la 4 octombrie 1894, in casa din strada Manea Brutaru
(astazi, strada General C. Budigteanu), au hotérat infiintarea unei reviste ,,... de care sd
profite elevii liceelor noastre “.

A fost, vreme de 44 de ani, redactor activ. A scris 154 note matematice, 198 de
bibliografii, a propus 626 probleme, cele mai multe de aritmetica. ,, Problemele lui se re-
cunosc, dintr-o privire,“ — noteaza un fost elev — , contin in enunt o parte de mister, nu se
rezolva numai aplicand succesiv teoreme, ci solicita mijloace proprii, de unde si emotia $i
placerea descoperirii“. Problema 1364 ne cere sa regasim, numai cu compasul, diametrul
unei bare cilindrice rupte neregulat; problema 597 ne cere sa aflam, fara logaritmi, prima
cifrd a num&rului 5100. In anul 1907, cand se voteaza legea carciumilor, Ion Ionescu pro-
pune problema 1297, care cerea sa se afle intinderea maximéa a unui sat pentru ca in el sa
nu fie posibild deschiderea unei carciumi, atunci cand se limiteaza distantele dintre aceasta
si scoala, primarie, biserica. 9i exemplele pot continua . ...

Lui i se datoresc rubricile Gazetei: Note matematice, Diverse, Cereri, Suplimentele
cu recreatiuni.
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In anul 1901 publici in Biblioteca Gazetei Matematice celebra culegere de exercitii si
probleme de aritmetica, algebra, geometrie si trigonometrie, scrisa in colaborare cu Titeica,
Toachimescu si Cristescu (ITIC), care va avea 4 editii (ar fi folositor si se reediteze si

astizi !).
ITon Ionescu a fost, ani de zile, suplinitorul lui Anghel Saligny la Catedra de poduri,
dar a refuzat sistematic sa primeasca bani pentru aceasta munca ,,... intrucdt legea cumu-

lului nu permite ca cineva sd aibd o functiune gi doud catedre gi ceea ce nu este permis a se
face pe fata, nu este bine sd se faca oricdt de bine deghizat“. Propune Societatii infiintarea,
cu acesti bani (aproximativ 13750 lei), a Fondului Anghel Saligny si a Bibliotecii tehnice
a Gazetei. Tot el va scrie prima carte din colectie, Beton armat, care va avea un frumos
succes de librarie.

Este initiatorul Concursului Gazetei Matematice, in anul 1902. Cand acesta se
va desfagura pe centre, lon Ionescu este trimis la Barlad, unde nu gaseste prea multa
bunavointa. El riposteaza cu calm, imperturbabil ,, Ministerul mi-a pus la dispozitie o sald
st am delegatie de la Gazeta Matematicd sd stau patru ore in aceastd sald $i voi sta patru
ore in aceastd sald“. Concursul s-a tinut, pana la urma ...

Rigiditatea caracterului sau si severitatea cu care judeca lucrarile elevilor nu ex-
cludeau bunatatea sufleteasca si o mare generozitate. Prin testamentul siu, redactat cu
o luna inainte de moarte, va lidsa mostenire Societatii Gazeta Matematica biblioteca sa
matematica, de peste 900 de volume si casa sa din strada Rasuri nr. 25, pentru a se infiinta
o Casa de citire pentru elevii de liceu. Casa chiar a functionat, pana in 1950, cand a fost
trecuta, in mod abuziv, in proprietatea statului. A fost recuperata de catre S.S.M.R. in
anul 1997, dar este gi in prezent plina de chiriasi.

Sarbatorirea iesirii la pensie a profesorului, in anul 1938, s-a facut in marele am-
fiteatru al Politehnicii. Cu acest prilej, Gheorghe Titeica, din partea Academiei Romaéane,
se adreseaza sarbatoritului cu cuvintele: ,,Ai fost si esti ceea ce se cheama, de obicei, un

om dintr-o bucatd, om intreg, dar nu ca un numdr intreg oarecare, ci ca un NUMAr prim,
care nu se imparte decat cu el insugi

st cu unitatea. Prin munca Dumi-
tale, prin caracterul Dumitale, prin
linia dreapta a vietii Dumitale, vei
ramane legendar“.

Tot atunci, cele 36 serii
de ingineri, carora le-a fost pro-
fesor de Poduri, hotarasc ca sala
A.I1l. din vechea cladire a Po-
litehnicii bucurestene sa poarte nu-
mele fon Ionescu. Pe un perete al
salii a fost prinsd o placa de bronz,
cu figura in basorelief a marelui
profesor, realizata de I. Jalea. In
prezent, placa se gaseste la muzeul

din aceeasi cladire.
Opera lui, risipitd in mai mult de 200 de lucrari — aproximativ 4000 de pagini —

merita sa fie cunoscuta pentru valoarea sa stiintifica, educativa, moralizatoare. Ea agteapta
sa fie clasificata gi structurata dupa, eventual, natura subiectelor si publicata din nou, in
intregime.

Cum este agteptata si realizarea bustului sau si amplasarea lui, in septembrie 2010,
la Valea Calugareasca, acolo unde s-a tinut sedinta de constituire a Societatii Gazeta Mate-
maticd.
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La moartea lui Ion Ionescu, intamplata la 17 septembrie 1946, nu s-au tinut discur-
suri. Unul dintre colaboratori i-a pus in sicriu ultimul numar al Gazetei, ca pentru a se
amesteca in eternitate tarana omului cu cea a revistei. . .

Pentru ca lon Ionescu a fost nu numai un ,stalp“ al Gazetei Matematice, a fost si
sufletul ei.

»S-a straduit “ — scria atunci Octav Onicescu — ,,sd indrume tineretul prin disciplina
asprd a stiingei, folosind matematica drept instrument de lucru... Si-a implinit destinul...
A ramas pentru moi o figurd unica, de ziditor temeinic al unei lumi tehnice care infruntd
orice greutate.“

BIBLIOGRAFIE

[1] C. Mateescu,lon lonescu, Editura Stiintificd, Bucuresti, 1966.
[2] Gazeta Matematicd, 1895-1935, Istoric-Invataminte (Volum jubiliar).

RECENZII

EDUARD DANCILA, IOAN DANCILA, Invati geometrie cu ...
mainile tale, Editura ERC PRESS, Bucuresti, 2009

La finele anului 2009, in prestigioasa colectie ,,Biblioteca Societatii de Stiinte Mate-
matice din Roméania“, a aparut lucrarea cu incitantul titlu: fm)a;d geometrie cu ... mainile
tale, avand ca autori pe E. Dancild si I. Dancild, nume cunoscute si recunoscute in lite-
ratura matematicad romaneasca de nivel preuniversitar. Traditional mainile sunt folosite
in studiul matematicii pentru a manevra creionul (creta) si instrumentele geometrice. De
data aceasta, cei doi autori ne arata posibilitatea de a utiliza mainile chiar la a construi
corpuri geometrice pe baza a 22 de modele, ingenios concepute, cu ajutorul carora putem
sa rezolvam probleme mai dificile din geometria in spatiu.

Lucrarea este alcatuitd din doua parti. Prima parte se refera la o introducere in
studiul corpurilor geometrice unde sunt trecute in revista principalele proprietati ale aces-
tora pe parcursul a 9 capitole.

Fiecare capitol se incheie cu exercitii si probleme bine alese si a caror rezolvare de
multe ori apeleaza la construirea unui model.

Sunt in total 163 de probleme.

Partea a doua o constituie colectia de 22 plange (desfdguréri de corpuri geometrice)
care dau posibilitatea de a se construi diverse corpuri si sectiuni in ele. Alcatuirea acestor
planse de catre cei doi autori, reprezinta in esenta originalitatea si ineditul lucrarii, in
literatura romaneasca de matematica.

Lucrarea se deschide cu o scrisoare-apel catre elev, in care autorii isi marturisesc
scopul si forma alcatuirii cartii.

Consider aceasta lucrare ca o premierd In metodica Invatarii geometriei In spatiu
atat la nivel individual cat si la nivel de clasa, autorii demonstrand ca se poate invata
matematicd (geometrie) si cu maéinile, construind corpuri, sectiuni ¥n corpuri, unghiuri,
distante etc.

Lucrarea este binevenita si oportund in invatamantul matematic preuniversitar si
folosirea ei la clasd va aduce o revigorare a interesului pentru matematica a elevilor. Felicit
cei doi autori pentru efortul si ingeniozitatea alcatuirii modelelor precum si pentru gama
atat de bogata si variata de lucrari pe care le-au elaborat in ultimii 15 ani pentru a usura
gi trezi interesul elevilor pentru studiul matematicii.

Miron Oprea
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CORINA PIPOS, ION TODOR, invégéméntul matematic roméanesc
in gcolile Blajului de la infiintare pana la Marea Unire
Editura Academiei Roméane, 2009

La Editura Academiei Roméane a aparut, de putind vreme volumul fnvd;fdmdntul
matematic romanesc in scolile Blajului de la infiintare pand la Marea Unire, autori Corina
Pipos si Ion Todor, aceiasi care, in urma cu cativa ani, au scris o excelenta lucrare despre
Aritmetica lui Sincai din 1785.

Cartea 1si propune sa fie — dorinta marturisita a autorilor in prefatd — un modest
omagiu adus acelor, multi nestiuti, invatatori si profesori, care au sipat la confluenta
Tarnavelor acele ,fantani ale darurilor“ cum sunt numite, cu recunotinta scolile Blajului.

Autorii au cercetat un imens material documentar de arhiva, de la manuscrise si
tiparituri vechi gi noi la scrisori oficiale si particulare, anuare scolare gi sematisme cla-
sice aflate in Biblioteca Academiei Roméane de la Bucuresti si Cluj-Napoca, in Biblioteca
,»Timotei Cipariu“ de la Blaj si Biblioteca ,,Astra* de la Sibiu si in multe alte locuri.

Cartea este structurata pe 13 capitole la care se adaugd Glosar, Postfatd si Anexe.
Se incepe cu o ,punere in tema“, prezentandu-se situatia roméanilor din Transilvania in
secolul al XVIII-lea, conditiile in care s-a facut ,,Unirea cu Roma“ de la 1700 a unei parti a
bisericii ortodoxe, lupta politica nationala dusa prin arta cuvantului si a scrisului de inalti
preoti si oameni de cultura, incepand cu ,epicurul martir® Ioan Inochentie Micu Klein si
continuata de reprezentantii Scolii Ardelene si, mai departe, de Timotei Cipariu, Simion
Barnutiu si de multi altii.

Sunt prezentate structura si gi organizarea scolilor Blajului in perioada 1754-1918,
incepand cu gcoala dintai deschisa la 11 octombrie 1754 de Petru Pavel Aron, scoald care
»e--Va fi a tuturor, de toatd varsta, ...nicio plata de la ucenici asteptindu-se“, spre de-
osebire de gcoala de la ,,Sf. Sava“ din Bucuresti, deschisa in anul 1776, in al carui hrisov
domnesc care o legitimeaza se prevede ca cei care frecventau trebuie sa fie ,,nobili, adica fii
de boieri scapatati sau chiar saraci, nu insd $i fiti de sateni si tarani.“

In capitolul 3 sunt prezentati 47 de profesori care au predat matematica la scolile din
Blaj in perioada 1800-1918, in marea lor majoritate absolventi de studii teologice. Amintim
cativa dintre ei: Jon Fekete Negrutiu, Ioan Micu Moldovan (,Moldovanut®, primul preot
din Blaj care a fost ,,uns“ prelat papal, membru al Academiei Roméane), Emil Viciu (,rar
profesor care si fi avut atata autoritate naintea elevilor®), Valeriu Sucu, Traian Gherman.

Din capitolul ,,Programa de matematica“ aflam ca, potrivit Normei Regia, lege care
reglementa numarul disciplinelor predate in scolile din imperiu, din cele 25 (mai tarziu
18), iar pe sdptdmani, la gimnaziu,matematicii doar 2 ore erau atribuite matematicii. Si
cu toate acestea, in anii premergatori revolutiei de la 1848, in scolile blajene se preda, la
aritmetica si algebra, despre cele patru operatii, ridicarea la putere si extragerea radacinii
patrate si cubice, ecuatii si sisteme de ecuatii, rapoarte si proportii, logaritmi, progresii ar-
itmetice gi geometrice, serii, iar la geometrie se preda longimetria, planimetria, solidometria
si trigonometria.

Deosebit de interesante sunt capitolele dedicate primelor manuale folosite in scolile
din Ardeal, precum si celor folosite intre anii 1800-1918, un loc aparte ocupandu-1 prezen-
tarea Aritmeticii lui Sincai, tiparita la Blaj in anul 1789.

Alte capitole cum sunt: ,Carti de metodica“, , Tipografia blajeana*, ,Bibliotecile
Blajului“, ,Preocupari de matematicd in presa bldjeana®, intregesc informatiile despre
preocuparile dascalilor blajeni pentru realizarea unei activitati scolare sustinute cu valente
educative pe masura.

Ultimul capitol trateaza despre legislatia gcolara, privind organizarea invatamantului
transilvan, prezentdndu-se legi importante ca Ratio educationis si Norma regiae (1781),
obligatorii pe tot cuprinsul Imperiului Austro-Ungar.
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Intr-un Glosar sunt trecuti termenii matematici iesiti din uz, folositi in manualele
gcolare din Ardeal pana in 1918, iar in altul, termenii care s-au pastrat pana astazi.

Cu respect pentru adevarul istoric, autorii s-au straduit su a evite patetismul scri-
iturii, sa tempereze avantul condeiului, chiar daca uneori au fost uimiti de munca fara
preget si spiritul de jertfa care i-a animat pe multi dintre acei deschizatori de drumuri in
didactica si pedagogia romaneasca.

Cartea profesorilor Corina Pipos si Ion Todor reprezinta o contributie importanta la
capitolul de istorie a matematicii romanesti legt de perioada cand se scriau primele manuale
gcolare si se puneau bazele terminologiei stiintifice specifice.

Scrisa cu pricepere si cu dragoste, cartea se citegte cu placere, cu interes si, mai ales,
cu folos.

Mircea Trifu

TABLA DE MATERII
Vol. XXVII (CVI) 2009

I. Articole stiintifice si de informare stiintifica

1. Magdalena Unele inegalitati privind functia w(z) .................. 2135
Banescu
2. Alexandru Bobe Clifford chain for equal ellipses ........................ 1 32
Wladimir Boskoff
3. Daniela Teste de primalitate i de factorizare. Aplicatii ........ 1 37
Chendrea,
Cristina Flaut
Mihai Polceanu
4. C. Corduneanu What can Sine Function do for us?, ................... 4 269
5. C. Constantinescu Céateva ganduri despre matematica si
matematicieni ......... ... 2103
6. Marian Cucoanes O demonstratie simpla pentru inegalitatile lui
Blundon ... 4 313
7. J. L. Diaz-Barrero, Inequalities Derived Using Telescopic Sums, ........... 4 295
J. Gibergans-
Baguena
8. Dorel Duca Proprietati ale punctului intermediar din teorema
de medie a lui Lagrange................ ..., 4 284
9. Alexandru Gica Arround Brocard’s Problem .............. .. ... ... 2126
10. C. Manescu- On the formulae of stirling and Wallis ................. 2130
Avram
11. C. P. Niculescu Open problems in elementary geometry ............... 2122
12. Liviu Nicolaescu O introducere in teoria mecanismelor .................. 1 1
13. Marius Olteanu Asupra rafinarii unor inegalitati in tetraedru .......... 3195
14. Vasile Pop Metoda etichetarii binare in probleme de
combinatorica ............ i i 3173
15. Dumitru Popa Asupra procedeului de evaluare asimptotica a lui
De Brudjin ..o 1 20
16. Adrian Reisner Asupra teoremei lui Beatty, sirurilor lui Wythoff
si cuvantului lui Fibonacci.............. ... o 3 182
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17.

18.

II.

Alina Sintamarian

Claudia Zaharia

Approximations for a generalization of Euler’s

constant ... 4 301
Asupra teoremelor lui Aoki gi Rassias de stabilitate

pentru ecuatii functionale................ ... .. ... 1 43

Note matematice, articole metodice

1.
2.

Aurelia Cipu
Catalin Ghinea

. L. Homentcovski,

C. Homentcovski

. P. Ivanescu,

Florin Nichita

. Radu Gologan,

Cezar Lupu

In legdturi cu problema 247 ........................... 2138
A note on some limit connected with Euler

constant ......... . 1 53
Dreapta lui Euler si cercul celor 9 puncte.

GeneraliZari . ...t 1 48
Inegalitati si elemente de teoria sirurilor ............... 3213

An Olympiad problem: Zeroes of functions in the
image of Volterra operator .....................coo... 3 208

ITI. Examene si concursuri

1.

2.
3.

4.

Vasile Chiriac,
Bogdan Chiriac
Andrei Halanay
Vasile Pop

Sorin Radulescu,
I. V. Maftei

Solutiile problemelor date la examenul de titularizare

din 16 fulie 2008 ... ...t 1 60
Concursul Traian Lalescu, 2009 ....................... 2 148
Concursul international de matematica al studentilor

din sud-estul Europei, Editia a I1I-a,

Agros-Cipru, 2009 . ... 2 141
Concursul National de ocupare a posturilor didactice

din municipiul Bucuresti, 15 martie 2009............... 3 215

IV. Didactica matematicii

1.

2.
3.

C. Costara,
Viviana Ene
George Dinca
Neculai Stanciu

Scurta prezentare a programului masteral de

Matematica Didacticd ..o, 1 67
Noi reflectii asupra domeniului meu de entuziasm...... 4 317
Metode active in didactica matematicii ................ 3 227

V. In sprijinul cursurilor optionale

1.

Dan Giurgiu

VI. Puncte de vedere

1.

Laurentiu Modan

Propunere: Curs optional de matematica la clasa

VII. Istoria matematicii

1.

Marioara
Costachescu

. C. Constantinescu
. Constantin Rusu,

Neculai Stanciu

. Neculai Stanciu
. Mircea Trifu

. Mircea Trifu
. Andrei Vernescu

a VIII-a. Relatii metrice................... ... ... ... 1 70
Starea actuald a Invatamantului superior roménesc. . ... 2119
Centenar pentru matematicienii romani ............... 3 258
George Isac (1940-2009) .........ooiiiiiiiiiiin.. 1164
Aspecte din istoria O.LM. ..., 3 256
Matematica In top 7 ... 4 344
Dupa o suta de ani, La Valea Calugareasca

(Societatea ,,Gazeta Matematicid“ la centenar) ......... 3248
TIon Ionescu (Bizet) (1870 — 1946) ........coovvninn... 4 349

Acei mari dascali pe care nu trebuie sa-i uitdm ........ 2 166
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VIII. Manifestari stiintifice
1. Romeo Zamfir, Elevi din Roménia la EUROMATH 2009 .............. 2169
Vasile Berinde

IX. Din viata Societatii

1. Mircea Trifu A XII-a Conferintd Anuala a Societatii de Stiinte
Matematice din Romania, Bacau,
16-18 octombrie 2008 .. ... ... 2171
2. Scoala de vara de la Busteni ............. ... .. ... 3 260
3. Lista cursantilor de la Bugteni...................... ... 3 263
4. Prima sesiune de comunicari si referate metodico-
gtiintifice organizata de S.S.M.R cu ocazia
Scolii de vara de la Bugteni .................... . ... 3 264
X. Recenzii
1. M. Ivan Vasile Pop, Geometrie pentru gimnagziu, liceu si
concursuri, Editura MEDIAMIRA, Cluj, 2007 ............. 1 98
2. R. Miculescu Liliana Niculescu, Metoda reducerii la absurd,
Editura GIL, Zalau, 2006. .. ......coeeniiiieiianen. 1 87
3. R. Miculescu Bogdan Enescu, Arii, Editura GIL, Zalau, 2006............ 1 88
4. R. Miculescu Nicusor Minculete, Teoreme si probleme specifice de
geometrie, Editura EUROCARPATICA,
Sf. Gheorghe, 2007 .. ... ... .. 1 90
5. R. Miculescu Dan Schwarz, Gabriel Popa, Probleme de numarare,
Editura GIL, Zalau, 2006 ..........c.cccoiiiiiiiiiiiann... 2 160
6. R. Miculescu Virgil Nicula, Cosmin Pohoatd, Diviziune armonica,
Editura GIL, Zalau, 2007 ..., 2 162
7. R. Miculescu Iurie Boreico, Marinel Teleuca, Invarianti si jocuri
Editura GIL, Zalau, 2007...... ..ot 2 162
8. M. Oprea FEduard Dancila, Ioan Dancila, inva‘gé geometrie
cu ... mainile tale, Editura ERC PRESS,
Bucuresti, 2009. ..., .. o 4 353
9. D. Radu Ion Nedelcu, Anca Tutescu, Lucian Tutescu, Probleme
de matematicd pentru concursuri, Editura
REPROGRAPH, Craiova, 2007 ..........c.coiiiiiieaai .. 1 75
10. D. Radu Bogdan Enescu, Polinoame, Editura GIL, Zalau, 2007 ..... 1 86
11. D. Radu Maria Elena Panaitopol, | Laurentiu Panaitopol |,
Probleme de geometrie plana, solutii trigonometrice,
Editura GIL, Zalau, 2006 .........coooiiiiieniiniann... 1 88
12. D. Radu ITon Cucurezeanu, Patrate si cuburi de numere intregi,
Editura GIL, Zalau, 2007........cooviiieiii .. 2 160
13. D. Radu Pantelimon George Popescu, loan V. Maftei, José Luis
Didz Barrero, Marian Dincd, Inegalitati matematice,
Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 2007 ......... 2 161
14. D. Radu Gheorghe Craciun si colaboratorii, Duelul matematic,
Editura TIPARG, Pitesti, 2007 .........c.coviiiiina... 2 162
15. D. Radu FEduard Dancila, Ioan Dancila, Ghidul invatatorului,

Editura IULTAN, Bucuresti, 2008......... ... ... ... .. ... 3 284
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16. D. Radu Eduard Dancila, Ioan Dancila, Matematica serveste!,
Editura ERCPRES, Bucuresti, 2007 ...................... 31 285
17. M. Trifu Corina Pipos, Ion Todor, invé‘géméntul matematic romanesc

in gcolile Blajului de la infiintare pana la Marea Unire,

Editura Academiei Roméane, 2009 ......................... 4 354
18. A. Vernescu Dorel I. Duca, Fugenia Duca, Exercitii si probleme

de Analiza matematica, vol. I, Editura

CASA CARTII DE STIINTA, Cluj, 2007 ................. 1 87
19. A. Vernescu Dumitru Popa, Exercitii de Analiza matematica,

Biblioteca Societatii de Stiinte Matematice din

Romaénia, Editura MIRA, Bucuresti, 2007 ................ 1 89
20. A. Vernescu Rolf Nevanlinna, Veikko Paatero, Introduction to

Complex Analysis, Second Edition, AMS CHELSEA

PUBLISHING, Providence, Rhode Island, 2007............ 3 283

XI. Probleme propuse — rubrica permanenta redactata de Radu Gologan

1. Dumitru B&tinetu-Giurgiu (283) 8. Tudorel Lupu (287, 293)

2. Marius Cavachi (278) 9. Marius Olteanu (284, 294)

3. Adrian Corduneanu (289) 10. Dumitru Popa (279)

4. José Luis Diaz-Barrero (275) 11. Dan Schwarz (291)

5. Mihai Dicu (282) 12. Rébert Szasz (277, 2817)

6. Radu Gologan (285, 290) 13. Marian Tetiva (276,280,286,292)
7. Cezar Lupu (287, 293) 14. Adrian Troie (288)

XII. Solutiile problemelor propuse — rubrica permanenta redactata de
Dan Radu

253 (Dan Radu, Marian Tetiva, Marius Olteanu), 254 (Marian Tetiva),

255 (Marius Olteanu, Ioan Ghitd, Nicugor Minculete), 256 (Nicugor Min-

culete),

257 (Mihdly Bencze, Ioan Ghiti, Nicusor Minculete), 258 (Andrei

Vernescu, Nicugor Minculete, Ioan Ghitd, Marian Tetiva) .................... 1 74
259 (Dan Radu), 260 (Marius Olteanu), 261 (Dumitru Batinetu-

Giurgiu, Nicugor Minculete, Marius Olteanu), 262 (Marian Tetiva,

Marius Olteanu), 263 (Nicugor Minculete) .............cooiiiiiiiiiiiia.. 2 152
264 (Dan Radu), 265 (George Stoica, Marian Tetiva), 266 (Marian

Tetiva, Ilie Bulacu, Marius Olteanu), 267 (Gheorghe Szollosy),

268 (Daniel Viciretu, Marian Tetiva) ............ ..., 3 234
269 (Radu Gologan), 270 (Marian Tetiva, Marius Olteanu), 271 (Rébert

Szész, Marius Olteanu), 272 (Dorin Marghidanu, Marius Olteanu),

273 (Dumitru Bitinetu-Giurgiu, Marius Olteanu), 274 (Doru

Stefinescu, Marius Olteanu, Nicugor Minculete) .............c.ooviia... 4 335

*)A se vedea pct. 1 al eratei de la finele prezentului numar. (N.R.)
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ERATA

1. Dintr-o regretabild eroare a redactiei, problema 277 din nr. 1/2009, a fost
reluatd i in nr. 2/2009 sub numarul 281. Totodata, facem observatia ca sub prima
integrald din enunt, se va citi ,,e®*) “in loc de ,,e*(®) “ in cadrul problemei 277 si ,> 4¢
in loc de ,,> 24“ in cadrul problemei 281. Nu vom modifica totusi numerotarea
problemelor pentru a nu crea disfunctii in evidenta autorilor si rezolvitorilor.

2. La pag. 99 aliniatul 5, randul 7 se va citi ,,profesorul“ in loc de ,,profesoru “.

3. La pag. 99 aliniatul 6, randul 2 se va citi ,in amintirea celor 2 ani cat a
fost dascal® in loc de ,in amintirea celui care i-a fost dascal®.

4. La pag. 99 aliniatul 6, randul 8 se va citi ,,Formator Magister. In 13 in
loc de ,,Formator Magister in 13*.

5. La pag. 100, primul aliniat, randul 10 se va citi ,,Risoprint din Cluj, Gil din
Zalau, G. Cogbuc din Bistrta, Altip si Star Soft din Alba-Iulia® in loc de ,,Risoprint
Cluj, Gil Zalau,“.

6. La pag. 100 aliniatul 2, randul 1 se va citi ,,conferinte“ in loc de ,,conferine“.

7. La pag. 100 aliniatul 3, randul 3 se va citi ,noului drum al Facultatii de
Matematica si informatica“ in loc de ,la definirea informatica .

8. La pag. 100 aliniatul 4, randul 3 se va citi ,,Universitatea Tehnica din Cluj*“
in loc de ,,Universitatea din Cluj*.

9. La pag. 100 aliniatul 4, randul 4 se va citi ,,Facultatii“ in loc de ,,Facultu
atii“.

10. La pag. 106 randul 17 de sus se va citi ,,2002“ in loc de ,,2006“.

Redactia



