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CLASA a XII-a – soluţii şi bareme

Punctaj din oficiu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 p

Problema 1. Se consideră un reper cartezian xOy ı̂n planul Π. Pentru
fiecare număr natural nenul n notăm cu Dn discul ı̂nchis de rază n centrat
ı̂n originea reperului,

Dn = {P ∈ Π|OP ≤ n}
şi notăm cu an numărul punctelor laticeale P (k, l) ∈ Dn (un punct laticeal
este un punct cu ambele coordonate numere ı̂ntregi). Determinaţi

lim
n→∞

an
n2

.

Soluţie.
Vom identifica orice punct din planul Π cu perechea (x, y) a coordonatelor
sale ı̂n raport cu reperul fixat xOy. Fie n ∈ N∗ oarecare. Mulţimea punctelor
laticeale din discul Dn este Ln = Dn ∩ (Z× Z). Considerăm mulţimile

M1n = Dn ∩ (N× N∗) , M2n = Dn ∩ ((−N∗)× N) ,

M3n = Dn ∩ ((−N)× (−N∗)) şi M4n = Dn ∩ (N∗ × (−N)) .
Atunci Ln = {(0, 0)} ∪M1n ∪M2n ∪M3n ∪M4n.
Prin rotaţii de centru O(0, 0) şi unghiuri cu măsura multiplu de π

2
, mulţimea

M1n se transformă ı̂n

rotO,π
2
(M1n) = M2n , rotO,π(M1n) = M3n , rotO, 3π

2
(M1n) = M4n .

Rezultă că mulţimile Mkn, cu k = 1, 4, au un acelaşi cardinal bn, pentru care
are loc egalitatea an = 1 + 4 · bn.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Deoarece

M1n =
n−1⋃
k=0

{k} × {l ∈ N∗| k2 + l2 ≤ n2} =



=
n−1⋃
k=0

{k} × {l ∈ N∗| 1 ≤ l ≤
√
n2 − k2} ,

rezultă că bn =
n−1∑
k=0

⌊
√
n2 − k2⌋.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Notând sn =
n−1∑
k=0

√
n2 − k2, cu definiţia părţii ı̂ntregi a unui număr real

obţinem inegalităţile
sn − n < bn ≤ sn ,

echivalente cu
4 · sn − 4n+ 1 < an ≤ 4 · sn + 1 .

Rezultă

4 · sn
n2

− 4

n
+

1

n2
<

an
n2

≤ 4 · sn
n2

+
1

n2
, pentru orice n ∈ N∗. (1)

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p

În mod evident,
sn
n2

=
1

n
·
n−1∑
k=0

√
1−

(
k

n

)2

reprezintă suma Riemann a funcţiei

f : [0, 1] −→ R, definită pentru orice x ∈ [0, 1] prin f(x) =
√
1− x2, ı̂n raport

cu diviziunea ∆n =

(
0 <

1

n
<

2

n
< . . . <

n− 1

n
< 1

)
şi sistemul de puncte

intermediare ξn =

(
0,

1

n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Deoarece funcţia f este continuă pe [0, 1], deci integrabilă, există limita

lim
n→∞

sn
n2

şi

lim
n→∞

sn
n2

=

∫ 1

0

√
1− x2 dx .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Aceasta reprezintă aria unui sfert de disc de rază 1, deci este egală cu
π

4
. Cu

criteriul cleştelui, aplicat şirurilor din relaţia (1), avem

lim
n→∞

an
n2

= 4 · lim
n→∞

sn
n2

= 4 · π
4
= π.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5p
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Problema 2. Fie n un număr natural liber de pătrate (n se numeşte
liber de pătrate dacă nu este divizibil prin niciun pătrat perfect mai mare
decât 1), iar G un grup de ordin n. Fie d cel mai mare ordin al unui element
al grupului G şi N numărul elementelor de ordin d din grupul G.

a) Demonstraţi că N este divizibil cu
n

d
.

b) Demonstraţi că N2 ≥ φ(n), unde φ(n) este numărul ı̂ntregilor k, cu
1 ≤ k ≤ n şi (k, n) = 1.

Soluţie.
Dacă grupul G este ciclic, atunci d = n, N = φ(n) şi ambele afirmaţii sunt
evident adevărate.
a) Deoarece n este liber de pătrate,

n

d
este de asemenea liber de pătrate, deci

este cel mai mic multiplu comun al divizorilor săi primi. Este suficient să

arătăm că orice divizor prim al lui
n

d
este divizor al lui N .

Fie X mulţimea tuturor elementelor de ordin d din grupul G. Deoarece
pentru oricare două elemente a şi b ale unui grup, elementele ab şi ba au acelaşi
ordin, pentru orice x ∈ X şi orice g ∈ G avem ord(gxg−1) = ord(xg−1g) =
ord(x) = d. Rezultă că gxg−1 ∈ X, pentru orice x ∈ X şi orice g ∈ G.
Conform enunţului, N = |X|. Vom arăta că pentru orice divizor prim p al

lui
n

d
, X se partiţionează ı̂n submulţimi de câte p elemente.

Fie p un divizor prim oarecare al lui
n

d
. Conform teoremei lui Cauchy, există

a ∈ G de ordin p. Deoarece (d, p) = 1, dacă ar exista g ∈ X cu ga = ag,
atunci ord(ga) = dp, ceea ce ar contrazice maximalitatea lui d. Rezultă
ag ̸= ga şi gak ̸= akg pentru orice 1 ≤ k ≤ p− 1.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Aşadar, pentru orice g ∈ X fixat, elementele akga−k, cu k ∈ N, 0 ≤ k ≤ p−1
sunt distincte două câte două. Dacă k ∈ Z este un ı̂ntreg oarecare, există şi
sunt unice q ∈ Z şi r ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, astfel ı̂ncât k = pq + r. Deoarece
ord(a) = p, avem ak = apq+r = (ap)q · ar = ar, şi mulţimea

Xg = {akga−k| k ∈ Z}

are cardinalul p.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Pentru orice h = akga−k ∈ Xg avem că

Xh = {alha−l| l ∈ Z} = {ak+lga−k−l| l ∈ Z} = Xg .
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Astfel, oricare două mulţimi Xg şi Xh, cu g, h ∈ X, sunt fie egale, fie dis-
juncte.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Rezultă că există o submulţime R ⊂ X(un sistem de reprezentanţi), astfel
ı̂ncât X se partiţionează ı̂n mulţimile Xg, cu g ∈ R: X =

⋃
g∈R

Xg. Aceasta

fiind o reuniune disjunctă, pentru numărul elementelor lui X avem

N = |X| =
∑
g∈R

|Xg| =
∑
g∈R

p = |R| · p .

Aşadar, N este un multiplu al numărului prim p. Cum p este un divizor prim

oarecare al lui
n

d
, rezultă că N este divizibil cu

n

d
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
b) Din relaţia de divizibilitate demonstrată la a) rezultă că N ≥ n

d
. (1)

Pentru orice g ∈ X, elementele gj, cu 1 ≤ j ≤ d şi (j, d) = 1, sunt φ(d)
elemente distincte de ordin d. Obţinem

N = |X| ≥ |{gj| 1 ≤ j ≤ d, (j, d) = 1}| = φ(d) . (2)

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Înmulţind inegalităţile (1) şi (2) rezultă

N2 ≥ n

d
· φ(d) ≥ φ

(n
d

)
· φ(d) = φ(n).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p
(Am folosit inegalitatea m ≥ φ(m), valabilă pentru orice m ∈ N∗, şi identi-
tatea φ(m · n) = φ(m) · φ(n), pentru orice m,n ∈ N∗ cu (m,n) = 1.)
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5p

Observaţie: Mulţimile Xg definite mai sus sunt orbitele acţiunii de con-
jugare a grupului ⟨a⟩ pe mulţimeaX a elementelor de ordin d. Maximalitatea
lui d implică faptul că stabilizatorul fiecărui element conţine doar elementul
neutru al grupului. Astfel, toate orbitele au lungimea p.

Problema 3. Fie p un număr prim, iar A un inel de caracteristică

p. Arătaţi că A are cel mult
|A|
p

elemente nilpotente, unde |A| reprezintă
numărul elementelor inelului A.
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(x ∈ A se numeşte nilpotent dacă există m ∈ N∗ astfel ı̂ncât xm = 0.)

Soluţie.
Notăm cu U(A) mulţimea elementelor inversabile ale inelului A, cu N(A)
mulţimea elementelor nilpotente din inelul A, iar pentru orice k ∈ N vom
nota k = k · 1A = 1A +1A + . . .+1A, ı̂n care elementul unitate 1A al inelului
A apare de k ori.
Deoarece p este prim, avem k ∈ U(A) pentru orice 1 ≤ k ≤ p − 1, iar
k−1 ∈ {1, 2, . . . , p− 1}. Pentru orice a ∈ A \ {0}, deoarece p · a = 0, ordinul
elementului a ı̂n grupul aditiv (A,+) este p, astfel că k−1 · a = a · k−1 ̸= 0.
.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Pentru orice x ∈ N(A) \ {0} există m ≥ 2 cu xm = 0, astfel că

(1− x)(1 + x+ x2 + . . .+ xm−1) = 1

şi 1− x ∈ U(A), cu (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + . . .+ xm−1.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
De asemenea, deoarece k−1x = xk−1, rezultă că k−1x ∈ N(A) şi 1− k−1x ∈
U(A). Prin urmare,

k − x = k(1− k−1x) ∈ U(A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Pentru fiecare 1 ≤ k ≤ p− 1 considerăm mulţimea Rk = {k − x|x ∈ N(A)},
Rk ⊆ U(A). Evident, pentru orice x, y ∈ N(A), cu x ̸= y, avem k−x ̸= k−y,
astfel că |Rk| = |N(A)|.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
De asemenea, cum U(A)∩N(A) = ∅, pentru orice 1 ≤ k < l ≤ p− 1 şi orice
x, y ∈ N(A) avem l− k− y ̸= −x, deoarece l− k− y ∈ U(A) şi −x ∈ N(A),
astfel că l−y ̸= k−x. Rezultă că Rk∩Rl = ∅, pentru orice 1 ≤ k < l ≤ p−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
şi

|U(A)| ≥ |
p−1⋃
k=1

Rk| =
p−1∑
k=1

|Rk| = (p− 1) · |N(A)|.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Prin urmare,

|A| ≥ |U(A)|+ |N(A)| ≥ (p− 1) · |N(A)|+ |N(A)| = p · |N(A)| ,
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ceea ce demonstrează afirmaţia din enunţ.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5p

Problema 4. Fie f : R −→ R o funcţie continuă. Demonstraţi că f
este strict monotonă pe R dacă şi numai dacă∫ y

x

f(t) dt ̸= (y − x)f(x) , pentru orice x, y ∈ R, cu x ̸= y.

Soluţie.
Relaţia din enunţ se transcrie echivalent sub forma∫ y

x

(f(t)− f(x)) dt ̸= 0 , pentru orice x, y ∈ R, cu x ̸= y.

Notăm I(x, y) =
y∫
x

(f(t)− f(x)) dt pentru orice x, y ∈ R. Cu teorema de me-

die, pentru orice x, y ∈ R, cu x ̸= y, există un număr c ∈ (min{x, y},max{x, y})
cu proprietatea că I(x, y) = (y − x) · (f(c)− f(x)). Cum x ̸= c, dacă f este
strict monotonă, atunci f(c) ̸= f(x) şi

I(x, y) ̸= 0 , pentru orice x, y ∈ R, x ̸= y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Reciproc, să presupunem ca are loc relaţia I(x, y) ̸= 0 pentru orice x, y ∈ R,
cu x ̸= y.
Arătăm că f nu poate fi constantă pe niciun interval [a, b], cu a, b ∈ R, a < b.
Într-adevăr, dacă ar exista a, b ∈ R, cu a < b, astfel ı̂ncât f să fie constantă
pe [a, b], atunci pentru orice x, y ∈ [a, b], cu x ̸= y, am obţine I(x, y) = 0,
ceea ce ar contrazice ipoteza. Funcţia f nu este deci constantă pe niciun
interval [a, b], cu a, b ∈ R, a < b.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Funcţia f fiind continuă, pentru orice a, b ∈ R, cu a < b, există u, v ∈ [a, b],
astfel f(u) = min{f(t)| t ∈ [a, b]} şi f(v) = max{f(t)| t ∈ [a, b]}, iar u şi v
sunt distincte, deoarece f nu este constantă pe [a, b].
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Dacă f este strict monotonă pe R, atunci f este strict monotonă pe [a, b],
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astfel că {u, v} = {a, b}.
Dacă f nu este strict monotonă pe R, atunci există a, b ∈ R, cu a < b,
astfel ı̂ncât f să nu fie strict monotonă pe [a, b] şi prin urmare putem alege
u, v ∈ [a, b] ca mai ı̂nainte cu {u, v} ≠ {a, b}. Rezultă că b ̸∈ {u, v}, deci
u, v ∈ [a, b), sau a ̸∈ {u, v}, deci u, v ∈ (a, b].
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Dacă u, v ∈ [a, b), fie d = min{b−u, b−v}. Deoarece funcţia f este continuă,
funcţia g : R −→ R, definită pentru orice x ∈ R prin g(x) = I(x, x+ d), este
continuă. Cum g(u) ≥ 0 ≥ g(v), există x ∈ R, cu x ∈ [min{u, v},max{u, v}],
astfel ı̂ncât g(x) = 0. Dar atunci 0 = g(x) = I(x, x + d) ̸= 0 este o
contradicţie.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Dacă u, v ∈ (a, b], fie d = min{u − a, v − a} şi funcţia h : R −→ R definită
prin h(x) = I(x, x − d). Cum f este continuă, rezultă că şi h este continuă
şi, deoarece h(u) ≤ 0 ≤ h(v), există x ∈ [min{u, v},max{u, v}] cu h(x) = 0.
Obţinem atunci contradicţia 0 = h(x) = I(x, x− d) ̸= 0. . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Contradicţiile obţinute ı̂n cele două cazuri arată că nu se poate ca funcţia f
să nu fie strict monotonă, ceea ce ı̂ncheie demonstraţia.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5p
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