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CLASA a XII-a — solutii si bareme
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Problema 1. Se considera un reper cartezian xOy in planul I1. Pentru
fiecare numar natural nenul n notam cu D, discul inchis de raza n centrat
in originea reperulu,

D, = {P €I|OP < n}

si notam cu a, numdarul punctelor laticeale P(k,l) € D, (un punct laticeal
este un punct cu ambele coordonate numere intregi). Determinati

Solutie.
Vom identifica orice punct din planul IT cu perechea (z,y) a coordonatelor
sale in raport cu reperul fixat xOy. Fie n € N* oarecare. Multimea punctelor
laticeale din discul D,, este L,, = D,, N (Z x Z). Consideram multimile

My =Dy N (NXNY), My =D, ((-N*) x N),

My, = Dy 0 ((-N) x (=N*)) si M, = D, N (N* x (=N)).

Atunci Ln = {(0, O)} U Mln U MQn @) Mgn U M4n.
Prin rotatii de centru O(0, 0) si unghiuri cu masura multiplu de 7, multimea
M, se transforma in

TOtO,%(Mln) = Mo, ) TOtOJr(Mln) = M3, ) rOtOy%T(Mln) = My, .

Rezulta ca multimile My, cu k = 1,4, au un acelasi cardinal b,,, pentru care
are loc egalitatea a, =144 -b,.

Deoarece

My = | J{k} x {l e N*| B + I < n®} =

k=0



n—1
= ik} x {l e N"[1 <1< VP — k%)
k=0

n—1

rezultda ca b, = > [Vn? — k2].

k=0
......................................................................... 3p

n—1
Notand s, = > vn?—k?, cu definitia partii intregi a unui numar real

k=0
obtinem inegalitatile

Sp— N < bn S Sn
echivalente cu
4-s,—4dn+1<a,<4-s,+1.
Rezulta
s 4 1 a s 1
4.2 — — 4 — < 2 <42+~ pentruorice n € N*. (1
n? n  n?2 n? 2 T2 P (1)

......................................................................... 6p

s 1 n—1 k 2
In mod evident, —Z = —- 1-— (—> reprezinta suma Riemann a functiei

n n n

k=0
f:1]0,1] — R, definita pentru orice x € [0, 1] prin f(z) = v/1 — 22, in raport
oL 2 n—1 o
cu diviziunea A, = [0 < — < — < ... < —— < 1| gi sistemul de puncte
n o n n
1 2 n—1
intermediare &, = <0, — =y, ) ................................. 3p
n'n n

Deoarece functia f este continua pe [0,1], deci integrabila, exista limita
lim S—Z si
n—oo M,

T
Aceasta reprezinta aria unui sfert de disc de raza 1, deci este egala cu T Cu
criteriul clegtelui, aplicat girurilor din relatia (1), avem
an, Sn T

lm —=4-1lim —=4-—=m.
n—oo N2 n—oo M2 4



Problema 2. Fie n un numar natural liber de patrate (n se numeste
liber de patrate daca nu este divizibil prin niciun patrat perfect mai mare
decat 1), iar G un grup de ordin n. Fie d cel mai mare ordin al unui element
al grupului G si N numdarul elementelor de ordin d din grupul G.

a) Demonstrati ca N este divizibil cu %

b) Demonstrati cd N? > p(n), unde @(n) este numdrul intregilor k, cu
1<k<ngi(kn)=1.

Solutie.
Daca grupul G este ciclic, atunci d = n, N = ¢(n) si ambele afirmatii sunt
evident adevarate. n
a) Deoarece n este liber de patrate, 7 este de asemenea liber de patrate, deci
este cel mai mic multiplu comun al divizorilor sai primi. Este suficient sa
aratam ca orice divizor prim al lui d este divizor al lui V.
Fie X multimea tuturor elementelor de ordin d din grupul G. Deoarece
pentru oricare doua elemente a si b ale unui grup, elementele ab si ba au acelasi
ordin, pentru orice x € X si orice g € G avem ord(grg™') = ord(xg~1g) =
ord(r) = d. Rezultd ca grg~' € X, pentru orice z € X si orice g € G.
Conform enuntului, N = |X|. Vom arata ca pentru orice divizor prim p al

. n s A - A~
lui —, X se partitioneaza in submultimi de cate p elemente.

d

Fie p un divizor prim oarecare al lui 7 Conform teoremei lui Cauchy, exista

a € G de ordin p. Deoarece (d,p) = 1, daca ar exista g € X cu ga = ag,
atunci ord(ga) = dp, ceea ce ar contrazice maximalitatea lui d. Rezulta
ag # ga si ga* # a¥g pentru orice 1 <k <p— 1.

Asadar, pentru orice g € X fixat, elementele a*ga ™%, cuk € N, 0 < k <p—1
sunt distincte doua cate doua. Daca k € Z este un intreg oarecare, exista si
sunt unice ¢ € Z si r € {0,1,...,p — 1}, astfel incat k = pq + r. Deoarece
ord(a) = p, avem a* = aP?*" = (aP)? - a” = a", si multimea

X, = {d"ga7" k€ 2}

are cardinalul p.

Pentru orice h = a¥ga™" € X, avem cd

X, = {alha_l|l e Z} _ {ak+lga—k—l|l c Z} :Xg-
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Astfel, oricare doua multimi X, si Xj, cu g,h € X, sunt fie egale, fie dis-
juncte.

Rezulta ca exista o submultime R C X (un sistem de reprezentanti), astfel

incat X se partitioneaza in multimile X, cu g € Rt X = |J X,. Aceasta
geR
fiind o reuniune disjuncta, pentru numarul elementelor lui X avem

N=[X|=) IX/=) p=IRlp.

geR geR

Asgadar, N este un multiplu al numarului prim p. Cum p este un divizor prim
n
oarecare al lui i rezulta ca N este divizibil cu v

b) Din relatia de divizibilitate demonstrata la a) rezulta ca N > %. (1)
Pentru orice g € X, elementele ¢/, cu 1 < 57 < d si (j,d) =1 t
elemente distincte de ordin d. Obtinem

N=|X|>|{|1<j<d (j.d)=1}=¢(d). (2)

(Am folosit inegalitatea m > ¢(m), valabila pentru orice m € N*, si identi-
tatea p(m - n) = p(m) - p(n), pentru orice m,n € N* cu (m,n) = 1.)
Finalizare ... ... 1,5p

Observatie: Multimile X, definite mai sus sunt orbitele actiunii de con-
jugare a grupului (a) pe multimea X a elementelor de ordin d. Maximalitatea
lui d implica faptul ca stabilizatorul fiecarui element contine doar elementul
neutru al grupului. Astfel, toate orbitele au lungimea p.

Problema 3. Fie p un numar prim, iar A un inel de caracteristica

4]

p. Ardtati ca A are cel mult — elemente nilpotente, unde |A| reprezinta

numarul elementelor inelului A.



(x € A se numegte nilpotent daca exista m € N* astfel incat z™ = 0.)

Solutie.

Notam cu U(A) multimea elementelor inversabile ale inelului A, cu N(A)
multimea elementelor nilpotente din inelul A, iar pentru orice £ € N vom
notak=k-14=14+14+...4 14, In care elementul unitate 1, al inelului
A apare de k ori.

Deoarece p este prim, avem k € U(A) pentru orice 1 < k < p — 1, iar
k=t e {1,2,...,p— 1}. Pentru orice a € A\ {0}, deoarece p - a = 0, ordinul
elementului @ in grupul aditiv (A4, +) este p, astfel cd k= -a=a- k™1 #£0.

......................................................................... 3p
Pentru orice x € N(A) \ {0} existd m > 2 cu 2™ = 0, astfel ca

-2 1+z+2+... +2™ ) =1
sil—zeU(A),cu(l—z)'=1+z+22+. ... +2m™ L
......................................................................... 3p

De asemenea, deoarece k— 'z = k™! rezultd ca k™ 'z € N(A)si 1 — k7 lz €
U(A). Prin urmare,

Pentru fiecare 1 < k < p — 1 consideram multimea R, = {k —z|x € N(A)},
Ry, C U(A). Evident, pentru orice z,y € N(A), cux # y, avem k—x # k—y,
astfel ca |Rg| = [N (A)].

De asemenea, cum U(A) N N(A) = (), pentru orice 1 < k <1 < p—1 i orice
x,y € N(A) avem | — k —y # —x, deoarece [ — k —y € U(A) si —x € N(A),
astfel ca | —y # k—x. Rezulta cd RyNR; = 0, pentruorice 1 <k <1 <p-—1,

......................................................................... 3p
i
p—1 p—1
U] = [ Bel =Y 1Rl = (0= 1) - [N(A)].
k=1 k=1
......................................................................... 3p

Prin urmare,

Al Z [UA)+ IN(A) = (p = 1) - IN(A)| + IN(A)| = p- IN(A)],
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ceea ce demonstreaza afirmatia din enunt.

Problema 4. Fie f : R — R o functie continua. Demonstrati ca f
este strict monotona pe R daca si numar daca

/y ft)dt # (y —x) f(x), pentru orice x,y € R, cu x # y.

Solutie.

Relatia din enunt, se transcrie echivalent sub forma

/y(f(t) — f(z))dt #0, pentru orice z,y € R, cu x # y.

y
Notam I(z,y) = [(f(t) — f(z)) dt pentru orice z,y € R. Cu teorema de me-

T
die, pentru orice z,y € R, cuz # y, exista un numar ¢ € (min{x, y}, max{z, y})
cu proprietatea ca I(z,y) = (y —z) - (f(¢) — f(x)). Cum z # ¢, daca f este
strict monotona, atunci f(c) # f(x) si

I(x,y) # 0, pentru orice z,y € R, = # y.

Reciproc, sa presupunem ca are loc relatia I(x,y) # 0 pentru orice z,y € R,
cux #uy.

Aratam ca f nu poate fi constanta pe niciun interval [a, b], cu a,b € R, a < b.
intr—adevér, daca ar exista a,b € R, cu a < b, astfel incat f sa fie constanta
pe [a,b], atunci pentru orice x,y € [a,b], cu & # y, am obtine I(x,y) = 0,
ceea ce ar contrazice ipoteza. Functia f nu este deci constanta pe niciun
interval [a,b], cu a,b € R, a < b.

Functia f fiind continua, pentru orice a,b € R, cu a < b, exista u,v € [a, b,
astfel f(u) = min{f(t)|t € [a,b]} si f(v) = max{f(t)|t € [a,b]}, iar u si v
sunt distincte, deoarece f nu este constanta pe |a, b].

Daca f este strict monotona pe R, atunci f este strict monotona pe [a, b],
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astfel ca {u,v} = {a, b}.

Daca f nu este strict monotona pe R, atunci exista a,b € R, cu a < b,
astfel incat f sa nu fie strict monotona pe [a, b] si prin urmare putem alege
u,v € [a,b] ca mai inainte cu {u,v} # {a,b}. Rezulta ca b ¢ {u,v}, deci
u,v € [a,b), sau a & {u,v}, deci u,v € (a,b].

Daca u,v € [a,b), fie d = min{b—u,b—v}. Deoarece functia f este continua,
functia g : R — R, definita pentru orice € R prin g(z) = I(x,x + d), este
continua. Cum g(u) > 0 > g(v), exista x € R, cu z € [min{u, v}, max{u, v},
astfel incat g(x) = 0. Dar atunci 0 = g(x) = I(z,z +d) # 0 este o
contradictie.

Daca u,v € (a,b], fie d = min{u — a,v — a} si functia h : R — R definita
prin h(z) = I(z,z —d). Cum f este continua, rezulta ca i h este continua
si, deoarece h(u) < 0 < h(v), exista x € [min{u, v}, max{u,v}| cu h(z) = 0.
Obtinem atunci contradictia 0 = h(z) = I(z,x —d) #0................. 3p
Contradictiile obtinute in cele doua cazuri arata ca nu se poate ca functia f
sa nu fie strict monotona, ceea ce incheie demonstratia.



