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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Punctaj din oficiu ......... ... ... 10 p

Problema 1. Fie o functie h : R — R pentru care exista functiile
fn,gn : R = R, pentru orice n € N*, cu proprietatile:

1. fu(x) < h(x) < gn(z) pentru orice z € R si orice n € N*;
2. lim (gn(x) — fu(z)) = 0, pentru orice x € R.
n—oo

a) Presupunem ca functiile f,, si g, sunt continue, pentru orice n € N*,
Aratati ca h este continua.

b) Presupunem ca functiile f, si g, sunt derivabile, pentru orice n € N*,
Rezulta ca h este derivabila?

Solutie.
a) Consideram zy € R. Fie ¢ > 0, arbitrar. Din ipoteza rezulta ca exista
k € N*, care depinde de ¢, astfel ca 0 < gx(zo) — fr(zo) <&/2......... ... 3p

Cum f; este continua in xg, exista d; > 0 astfel ca |fx(z) — fr(xo| < €/2,
pentru oricare x € (xo—01, xo+0;1). Similar, continuitatea lui gy in 2 implica
existenta unui numar d, > 0 astfel ca |gp(x) — gr(xo| < £/2, pentru oricare

S (1’0—62,$0+52) ..................................................... 3p
Fie § = min{dy,d2} > 0. Pentru = € (zo — J, 29 + 0), avem:

fr(zo) — /2 < fi(z) < h(x) < gr(z) < gr(zo) + /2.
Cum —gx(z9) < —h(zg) < —fir(z0), obtinem prin sumarea inegalitatilor:

fi(@o) = gr(wo) — /2 < h(z) — h(zo) < gr(w0) — fr(w0) + /2.



Dar fi(zo) — gr(xo) > —&/2, iar gr(xo) — fr(zo) < £/2. Rezulta:
—e < h(x) — h(zg) < e, Vo € (xg— 0,20+ 9).

Deoarece € > 0 este arbitrar, functia h este continua in zy. Dar xy € R este
arbitrar, deci h este continua pe R. ........ ... ... Ip

b) Nu. Contraexemplu:
Functia h : R — R, h(z) = |z| nu este derivabila in x = 0, dar este incadraté

de functiile derivabile f,, g, : R — R, definite prin f,(z) = {/2? + —— \/7
1
i gn(z) = \/5524—— pentru x € R si n € N*, cu hm (gn( ) — fa(x)) =0.

Problema 2. Fie m,n € N*. Consideram matricele A, B € M,(C) si
numerele complexe ag, aq, ..., an, cu ag si a,, nenule, astfel incat

A-(apl, +a1B + ayB*+ ...+ a,,B™) = B.
Aratati ca AB = BA.

Solutia 1. Consideram polinomul f = ag + @ X + ... 4+ a,, X" € C[X].
Relatia din ipoteza devine A - f(B) = B. inmul‘gind aceasta relatie la stanga
cu B, obtinem (BA) - f(B) = B2. Inmultind relatia A - f(B) = B la dreapta
cu B obtinem A - f(B) - B = B? sau (AB) - f(B) = B?. Deducem relatia

(AB — BA) - f(B) = On oo 3p
Pentru concluzie, este suficient sa aratam ca matricea f(B) este inversabila.
.......................................................................... 3p

Fie A € C o valoare proprie a matricei B, iar x un vector propriu coloana
nenul asociat valorii A. Avem

Presupunem, prin absurd, ca f(A) = 0. Atunci Az este vectorul coloana nul.
Cum z este nenul, rezulta A = 0, deci f(0) = 0, in contradictie cu ipoteza
ap # 0. Prin urmare, f(A) 0. 3p



Rezulta det(f(B)) = H f(A) # 0, unde o(B) este spectrul matricei B.
A€o (B)

Atunci matricea f(B) este inversabila............. ... oo 6p

Finalizare . ... ..o 1,5p

Solutia 2. Consideram polinomul f = ag+ a1 X + ...+ a,, X™ € C[X].
Relatia din ipoteza devine A- f(B) = B. Inmultind aceast3 relatie la stanga
cu B, obtinem (BA)- f(B) = B Inmultind relatia A - f(B) = B la dreapta
cu B obtinem A - f(B) - B = B?, sau (AB) - f(B) = B% Deducem relatia

(AB — BA) - f(B) = O oo 3p
Pentru concluzie, este suficient sa aratam ca matricea f(B) este inversabila.
.......................................................................... 3p
Pentru m = 1 avem:
1 1
——(@A = L)J(B) = ~ZAf(B) + —f(B) = =B+ 1, + B =1,
ag Qo ag ap ap
Rezulta ca f(B) este inversabila........... ... i 3p

Presupunem m > 2. Cum ay # 0, polinomul f nu are radacina 0.

Fie z1,x9,...,x,, € C* radacinile lui f. Avem f = a,, H(X — 1), de unde

k=1
f(B) =an(B—x11,)(B — x21,) ... (B — x,1,). (1)
.......................................................................... 3p
Definim polinoamele f;, = a,, H (X —z;), k=1,2,...,m. Pentru fiecare
J=1, j#k

ke{l,2,...,m}, avem

1 1

L (Afu(B) - L)(B — xl) = —(Af(B) — B) + ss,] = I,

T Lk
Rezulta ca matricele B — zxl,, k = 1,2,...,m, sunt inversabile. Din (1)
deducem ca matricea f(B) este inversabila. ................. .. ... 9p
Finalizare . ... 1,5p

Problema 3. Fie f : [0,00) — [0,00) o functie convexa si derivabila.
Presupunem ca exista s > 1 astfel incat

2°f'(x) > (f(f(x)))*, pentru oricare z € [0, 0).

3



Aratati ca:

a) f(x) <z, pentru oricare x € [0, c0);

b) 2! f'(x) > (f(f(x))), pentru oricare = € [0, 00) si oricare t > 1.

Solutie.

a) Avem z°f'(x) > f*(f(z)) > 0, Va > 0, deci f'(z) > 0, Vo > 0.
Rezulta ca f este monoton crescatoare pe [0,00). Pentru x = 0, obtinem
0 > f(f(0)) > 0, de unde rezulta f(f(0)) = 0. Cum f este monoton
crescatoare si pozitiva, avem 0 < f(0) < f(f(0)) = 0. Atunci f(0) = 0.

Intrucat f este convexa, f’ este monoton crescitoare pe 0,00). vt 3p
Fie A= {z > 0] f(z) =0}. Am aratat ca 0 € A, deci A # 0.

1) Daca multimea A este nemarginita superior, atunci pentru orice x > 0
exista y € A astfel incat y > z. Rezulta 0 < f(x) < f(y) =0, deci f(z) = 0.
Atunci f este nula pe [0, 00). Astfel, cerinta este verificata. .............. 3p
2) Presupunem ca multimea A este marginita superior.

Atunci exista a = sup(A) € [0,00). Din continuitatea functiei f rezulta
f(a) =0. Cum f este monoton crescatoare, avem f(z) =0, Va € [0,a]. Din
definitia multimii A deducem f(z) > 0, Vz € (a,00). Inegalitatea f(z) < x
este satisfacuta pentru x € [0, a]. Presupunem, prin absurd, ca exista xo > a
astfel ca f(zg) > xo. Rezulta

zof'(wo) = f*(f(x0)) = f*(wo) > a3,

de unde obtinem f’(x¢) > 1. Astfel, f'(z) > f'(x¢) > 1, Yo > xy. Deducem
ca functia g : [rg,00) — R, g(z) = f(x) — x, este strict crescatoare pe
[z, 00). Atunci f(z) — 2 = g(z) > g(z¢) = f(xg) — 29 > 0, V2 > 29. Ca

urmare, f(z) > x, Vo > xy, de unde rezulta lim f(x) = co. Consideram
T—r00

functia
1 1

rs—1 o fs—1<x>'
Cum s > 1, obtinem f*'(z) > z°7', Vz > zy. Atunci h(z) > 0, Vo > x.
) — )
xs fs(x)
Constatam ca z°f'(x) > f*(f(x)) > f*(z), Vo > xo. Rezulta ca h’ este
pozitiva pe [zg,00). Astfel, h este monoton crescatoare. Dar xh_}l{)lo h(z) = 0.

h:[xg,00) = R, h(z) =

Functia h este derivabila, cu h'(z) = (s — 1)

, Vo > x.

Contradictie. Prin urmare, f(z) <z, V2 € [0,00)....cvvviiiiiiiiii 6p



b) Convexitatea functiei f si proprietatea dovedita f(0) = 0 implica

)0 10) i s

Rezulta f(x) <axf/(x), Vo > 0o 3p
Fie t > 1. Utilizand rezultatele demonstrate anterior, obtinem

o' f'(z) = a2 f (@) > 2" @) > fH (@) f2) = @) > f(f(@),

pentru oricare & € [0, 00). ...ttt 3p
Finalizare . ... 1,5p

Problema 4. Fie M = {A;, As,..., A,} o multime de n > 2 matrice
din Myge6(C) astfel incat AB € M, pentru orice A, B € M. Demonstrati ca
exista e1,¢€9,...,&, € {—1,0,1}, nu toate nule, astfel incat

rang(e1 A1 + e0As + ... +e,4,) < 1013.

Solutie. Fie T' multimea matricelor de forma Z epAy, cueg, € {—1,0, 1},
k=1
nu toate nule. Presupunem prin absurd ca rang(P) > 1013, VP € T. . ...3p

Fie A o matrice arbitrara din M. Consideram functia f : M — M, definita
prin f(X) = AX, pentru fiecare X € M. Conform ipotezei, functia f
este corect definita. Demonstram ca f este injectiva. Astfel, presupunem

prin absurd ca exista B,C € M, B # C, astfel ca f(B) = f(C). Atunci
A(B — C) = Oypg6. Din Teorema lui Sylvester, rezulta

rang(A) + rang(B — C) < rang(A(B — C)) 4 2026 = 2026.

Atunci rang(A) < 1013 sau rang(B — C) < 1013. Dar A, B - C € T.
Contradictie. Prin urmare, functia f este injectiva pe multimea finita M,
deci este bijectiva. ... 6p

Notam S = ZAk. Din bijectivitatea lui f rezulta AS = Zf(Ak) =S.
k=1 k=1
Astfel, (A — I5026)S = Og026. Din Teorema lui Sylvester obtinem

rang(A — Ipe) < 1013 sau rang(S) < 1013.

5



Dar S € T, deci rang(S) > 1013. Atunci rang(A — Is) < 1013. ........3p
Fie A, B € M, distincte. Cum rang(A — I5026) < 1013, obtinem

rang(AB — B) = rang((A — Iz026)B) < rang(A — Iops) < 1013.

Presupunem AB # B. Conform ipotezei, AB € M. Atunci AB— B € T,
deci rang(AB — B) > 1013. Contradictie. Prin urmare, AB = B. Analog
gasim AB = A. Rezulta A = B, in contradictie cu alegerea celor doua
matrice.

In concluzie, presupunerea rang(P) > 1013, VP € T, este falsa, deci
existd o matrice P € T curang(P) < 1013. ....... ...t 6p
Finalizare . .......... 1,5p



