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Problema 1. Fie o funcţie h : R → R pentru care există funcţiile
fn, gn : R→ R, pentru orice n ∈ N∗, cu proprietăţile:

1. fn(x) < h(x) < gn(x) pentru orice x ∈ R şi orice n ∈ N∗;

2. lim
n→∞

(gn(x)− fn(x)) = 0, pentru orice x ∈ R.

a) Presupunem că funcţiile fn şi gn sunt continue, pentru orice n ∈ N∗.
Arătaţi că h este continuă.

b) Presupunem că funcţiile fn şi gn sunt derivabile, pentru orice n ∈ N∗.
Rezultă că h este derivabilă?

Soluţie.
a) Considerăm x0 ∈ R. Fie ε > 0, arbitrar. Din ipoteză rezultă că există

k ∈ N∗, care depinde de ε, astfel ca 0 < gk(x0)− fk(x0) < ε/2. . . . . . . . . ...3p
Cum fk este continuă ı̂n x0, există δ1 > 0 astfel ca |fk(x) − fk(x0| < ε/2,
pentru oricare x ∈ (x0−δ1, x0+δ1). Similar, continuitatea lui gk ı̂n x0 implică
existenţa unui număr δ2 > 0 astfel ca |gk(x) − gk(x0| < ε/2, pentru oricare
x ∈ (x0 − δ2, x0 + δ2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Fie δ = min{δ1, δ2} > 0. Pentru x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), avem:

fk(x0)− ε/2 < fk(x) < h(x) < gk(x) < gk(x0) + ε/2.

Cum −gk(x0) < −h(x0) < −fk(x0), obţinem prin sumarea inegalităţilor:

fk(x0)− gk(x0)− ε/2 < h(x)− h(x0) < gk(x0)− fk(x0) + ε/2.
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Dar fk(x0)− gk(x0) > −ε/2, iar gk(x0)− fk(x0) < ε/2. Rezultă:

−ε < h(x)− h(x0) < ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Deoarece ε > 0 este arbitrar, funcţia h este continuă ı̂n x0. Dar x0 ∈ R este
arbitrar, deci h este continuă pe R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...9p

b) Nu. Contraexemplu:
Funcţia h : R→ R, h(x) = |x| nu este derivabilă ı̂n x = 0, dar este incadrată

de funcţiile derivabile fn, gn : R→ R, definite prin fn(x) =

√
x2 +

1

n
−

√
2

n

şi gn(x) =

√
x2 +

1

n
, pentru x ∈ R şi n ∈ N∗, cu lim

n→∞
(gn(x)− fn(x)) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...6p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...1,5p

Problema 2. Fie m,n ∈ N∗. Considerăm matricele A,B ∈ Mn(C) şi
numerele complexe a0, a1, . . . , am, cu a0 şi am nenule, astfel ı̂ncât

A · (a0In + a1B + a2B
2 + . . .+ amB

m) = B.

Arătaţi că AB = BA.

Soluţia 1. Considerăm polinomul f = a0 + a1X + . . . + amX
m ∈ C[X].

Relaţia din ipoteză devine A · f(B) = B. Înmulţind această relaţie la stânga
cu B, obţinem (BA) · f(B) = B2. Înmulţind relaţia A · f(B) = B la dreapta
cu B obţinem A · f(B) · B = B2, sau (AB) · f(B) = B2. Deducem relaţia
(AB −BA) · f(B) = On. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Pentru concluzie, este suficient să arătăm că matricea f(B) este inversabilă.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Fie λ ∈ C o valoare proprie a matricei B, iar x un vector propriu coloană
nenul asociat valorii λ. Avem

λx = Bx = A(f(B)x) = A(f(λ)x) = f(λ)Ax.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...6p
Presupunem, prin absurd, că f(λ) = 0. Atunci λx este vectorul coloană nul.
Cum x este nenul, rezultă λ = 0, deci f(0) = 0, ı̂n contradicţie cu ipoteza
a0 6= 0. Prin urmare, f(λ) 6= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
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Rezultă det(f(B)) =
∏

λ∈σ(B)

f(λ) 6= 0, unde σ(B) este spectrul matricei B.

Atunci matricea f(B) este inversabilă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...6p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...1,5p

Soluţia 2. Considerăm polinomul f = a0 + a1X + . . . + amX
m ∈ C[X].

Relaţia din ipoteză devine A · f(B) = B. Înmulţind această relaţie la stânga
cu B, obţinem (BA) · f(B) = B2. Înmulţind relaţia A · f(B) = B la dreapta
cu B obţinem A · f(B) · B = B2, sau (AB) · f(B) = B2. Deducem relaţia
(AB −BA) · f(B) = On. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Pentru concluzie, este suficient să arătăm că matricea f(B) este inversabilă.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Pentru m = 1 avem:

− 1

a0
(a1A− In)f(B) = −a1

a0
Af(B) +

1

a0
f(B) = −a1

a0
B + In +

a1
a0
B = In.

Rezultă că f(B) este inversabilă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Presupunem m ≥ 2. Cum a0 6= 0, polinomul f nu are rădăcina 0.

Fie x1, x2, . . . , xm ∈ C∗ rădăcinile lui f . Avem f = am

m∏
k=1

(X − xk), de unde

f(B) = am(B − x1In)(B − x2In) . . . (B − xmIn). (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p

Definim polinoamele fk = am

m∏
j=1, j 6=k

(X−xj), k = 1, 2, . . . ,m. Pentru fiecare

k ∈ {1, 2, . . . ,m}, avem

1

xk
(Afk(B)− In)(B − xkIn) =

1

xk
[(Af(B)−B) + xkIn] = In.

Rezultă că matricele B − xkIn, k = 1, 2, . . . ,m, sunt inversabile. Din (1)
deducem că matricea f(B) este inversabilă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...9p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...1,5p

Problema 3. Fie f : [0,∞) → [0,∞) o funcţie convexă şi derivabilă.
Presupunem că există s > 1 astfel ı̂ncât

xsf ′(x) ≥ (f(f(x)))s, pentru oricare x ∈ [0,∞).
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Arătaţi că:
a) f(x) ≤ x, pentru oricare x ∈ [0,∞);
b) xtf ′(x) ≥ (f(f(x)))t, pentru oricare x ∈ [0,∞) şi oricare t ≥ 1.
Soluţie.
a) Avem xsf ′(x) ≥ f s(f(x)) ≥ 0, ∀x ≥ 0, deci f ′(x) ≥ 0, ∀x > 0.

Rezultă că f este monoton crescătoare pe [0,∞). Pentru x = 0, obţinem
0 ≥ f s(f(0)) ≥ 0, de unde rezultă f(f(0)) = 0. Cum f este monoton
crescătoare şi pozitivă, avem 0 ≤ f(0) ≤ f(f(0)) = 0. Atunci f(0) = 0.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Întrucât f este convexă, f ′ este monoton crescătoare pe [0,∞). . . . . . . . ...3p
Fie A = {x ≥ 0| f(x) = 0}. Am arătat că 0 ∈ A, deci A 6= ∅.
1) Dacă mulţimea A este nemărginită superior, atunci pentru orice x > 0
există y ∈ A astfel ı̂ncât y > x. Rezultă 0 ≤ f(x) ≤ f(y) = 0, deci f(x) = 0.
Atunci f este nulă pe [0,∞). Astfel, cerinţa este verificată. . . . . . . . . . . . ...3p
2) Presupunem că mulţimea A este mărginită superior.
Atunci există a = sup(A) ∈ [0,∞). Din continuitatea funcţiei f rezultă
f(a) = 0. Cum f este monoton crescătoare, avem f(x) = 0, ∀x ∈ [0, a]. Din
definiţia mulţimii A deducem f(x) > 0, ∀x ∈ (a,∞). Inegalitatea f(x) ≤ x
este satisfăcută pentru x ∈ [0, a]. Presupunem, prin absurd, că există x0 > a
astfel ca f(x0) > x0. Rezultă

xs0f
′(x0) ≥ f s(f(x0)) ≥ f s(x0) > xs0,

de unde obţinem f ′(x0) > 1. Astfel, f ′(x) ≥ f ′(x0) > 1, ∀x ≥ x0. Deducem
că funcţia g : [x0,∞) → R, g(x) = f(x) − x, este strict crescătoare pe
[x0,∞). Atunci f(x) − x = g(x) > g(x0) = f(x0) − x0 > 0, ∀x > x0. Ca
urmare, f(x) > x, ∀x ≥ x0, de unde rezultă lim

x→∞
f(x) = ∞. Considerăm

funcţia

h : [x0,∞)→ R, h(x) =
1

xs−1
− 1

f s−1(x)
.

Cum s > 1, obţinem f s−1(x) > xs−1, ∀x ≥ x0. Atunci h(x) > 0, ∀x ≥ x0.

Funcţia h este derivabilă, cu h′(x) = (s − 1) · x
sf ′(x)− f s(x)

xsf s(x)
, ∀x ≥ x0.

Constatăm că xsf ′(x) ≥ f s(f(x)) ≥ f s(x), ∀x ≥ x0. Rezultă că h′ este
pozitivă pe [x0,∞). Astfel, h este monoton crescătoare. Dar lim

x→∞
h(x) = 0.

Contradicţie. Prin urmare, f(x) ≤ x, ∀x ∈ [0,∞). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...6p
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b) Convexitatea funcţiei f şi proprietatea dovedită f(0) = 0 implică

f(x)

x
=
f(x)− f(0)

x− 0
≤ f ′(x), ∀x > 0.

Rezultă f(x) ≤ xf ′(x), ∀x ≥ 0.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Fie t ≥ 1. Utilizând rezultatele demonstrate anterior, obţinem

xtf ′(x) = xt−1(xf ′(x)) ≥ xt−1f(x) ≥ f t−1(x) · f(x) = f t(x) ≥ f t(f(x)),

pentru oricare x ∈ [0,∞). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...1,5p

Problema 4. Fie M = {A1, A2, . . . , An} o mulţime de n ≥ 2 matrice
dinM2026(C) astfel ı̂ncât AB ∈M , pentru orice A,B ∈M . Demonstraţi că
există ε1, ε2, . . . , εn ∈ {−1, 0, 1}, nu toate nule, astfel ı̂ncât

rang(ε1A1 + ε2A2 + . . .+ εnAn) ≤ 1013.

Soluţie. Fie T mulţimea matricelor de forma
n∑
k=1

εkAk, cu εk ∈ {−1, 0, 1},

nu toate nule. Presupunem prin absurd că rang(P ) > 1013, ∀P ∈ T . . ...3p
Fie A o matrice arbitrară din M . Considerăm funcţia f : M → M, definită
prin f(X) = AX, pentru fiecare X ∈ M . Conform ipotezei, funcţia f
este corect definită. Demonstrăm că f este injectivă. Astfel, presupunem
prin absurd că există B,C ∈ M, B 6= C, astfel ca f(B) = f(C). Atunci
A(B − C) = O2026. Din Teorema lui Sylvester, rezultă

rang(A) + rang(B − C) ≤ rang(A(B − C)) + 2026 = 2026.

Atunci rang(A) ≤ 1013 sau rang(B − C) ≤ 1013. Dar A,B − C ∈ T .
Contradicţie. Prin urmare, funcţia f este injectivă pe mulţimea finită M ,
deci este bijectivă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...6p

Notăm S =
n∑
k=1

Ak. Din bijectivitatea lui f rezultă AS =
n∑
k=1

f(Ak) = S.

Astfel, (A− I2026)S = O2026. Din Teorema lui Sylvester obţinem

rang(A− I2026) ≤ 1013 sau rang(S) ≤ 1013.

5



Dar S ∈ T , deci rang(S) > 1013. Atunci rang(A− I2026) ≤ 1013. . . . . . ...3p
Fie A,B ∈M , distincte. Cum rang(A− I2026) ≤ 1013, obţinem

rang(AB −B) = rang((A− I2026)B) ≤ rang(A− I2026) ≤ 1013.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...3p
Presupunem AB 6= B. Conform ipotezei, AB ∈ M . Atunci AB − B ∈ T ,
deci rang(AB − B) > 1013. Contradicţie. Prin urmare, AB = B. Analog
găsim AB = A. Rezultă A = B, ı̂n contradicţie cu alegerea celor două
matrice.

În concluzie, presupunerea rang(P ) > 1013, ∀P ∈ T, este falsă, deci
există o matrice P ∈ T cu rang(P ) ≤ 1013. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...6p
Finalizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...1,5p
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