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CLASA a X-a — solutii si bareme

Punctajdinoficiu............. ... ... ... 10 p

Problema 1. Determinati functiile f,¢g : N — N cu f strict crescatoare
si g surjectiva, care verifica

f(nf(n®) +n) < f(n®) + f(g(n)),
pentru orice n € N.

Solutie.

Deoarece f este strict crescatoare pe N, avem f(n + 1) — f(n) > 1,
pentru orice n € N. In plus, adunand m —n > 0 relatii consecutive, obtinem
f(m)—f(n) > m—n, adica functia f(n)—n este crescatoare pe Nsi f(n) > n,
pentru orice n € N. . 3p

Relatia din enunt se scrie f(g(n) (nf(n?) + n) — f(n?), ceea ce
impreund cu f(n?) > n?si f(n?) — f(n) > n? — n, conduce la:

flg(n) z nf(n*)+n—n® = n (f(n) —n+n*)+n—n® = (n—1)(f(n)—n)+f(n).

Deoarece f(n) > n, avem ca f(g(n)) > f(n), pentru orice n > 1, iar cum
f este strict crescatoare, avem g(n) > n, pentru orice n > 1. Dar, cum g

este surjectiva, obtinem ca g(n) = n, pentru oricen € N. ............... 3p
Din g(n) = n, obtinem ca (n —1)(f(n) —n) < 0, pentru orice n € N, ceea
ce implica f(n) < n, pentruorice m > 2. ... ... i 3p

Dar f(n) > n, deci f(n) = n, pentru orice n > 2. In plus, cum f este
strict crescatoare, avem 0 < f(0) < f(1) < f(2) = 2, deci f(n) = n, pentru

oTice M € N L 3p
Observam ca f(n) = g(n) = n verifica toate proprietatile din enunt, deci
acestea sunt functiile cautate. ........ ... 3p

Finalizare ....... .. 1.5p



Problema 2. Se considera z1, 29, 23 € C cu |z1| = |22| = |23] = 1. Pentru
fiecare k € N* notdm s, = 2F + 25 + 2. Daci s1, s, 53 € Z, demonstrati ca
A2=22=212=1

Solutie. Consideram ecuatia (z — z1)(z — 2z9)(x — 23) = 0, care se poate

rescrie 23 — az? +br —c =0, unde a = 2, + 29 + 23, b = 2129 + 2923 + 2321 §i
C = 2129%3.
Conform conditiilor din enunt avem s; = a € Z, 2b = a® — s, € Z si
Jec=83—0a+3ab = 6CEZ ... 3p
Deoarece |c| = |z1||za||2z3] = 1 g1 6¢ € Z, obtinem ¢ = +1. ........... 3p
De asemenea, deoarece |z1| = |z2| = |z3] = 1, avem:

11 1 b
+—+

a=21+2+23 =— — — =- = b=uac
21 Z9 z3 C
........................................................................ 3p
Astfel, ecuatia initiala devine:
3 2 3 _ 2 _
v —ar"+tac-x—c=0& (x—c)(z*+ (c—a)xr+1) =0,
deci una dintre solutii este 2; = ¢ pentru care 212 =1. ................. 3p

Pentru a determina 2z, si z3 ne uitam la ecuatia de gradul al doilea 2% +
(c—a)xr+1=0, avand discriminantul A = (¢ — a)* — 4 € Z.

Daca A > 0, atunci 29,23 € R, iar cum |z] = |z3] = 1, avem 25,23 €
{1}, deci 202 = 237 = 1. oot 3p

Daca A <0, cum A € Z, avem ¢ —a € {—1,0, 1}.

Pentru c —a = —1 avem 2,3 = #g, deci 242 = 222 = 1.

Pentru ¢ —a = 0 avem zp3 = +i, deci 232 = z3% = 1.

Pentru ¢ —a = 1 avem zp3 = —EY3 deci 232 = 202 = 1.

12 _ 12 _ 12 _
Asadar, 21 = 2" = 23" = 1. ... 6p
Finalizare ........ ... .. 1.5p



Problema 3. Consideram numerele complexe zq, 2, . . . , 22026 Cu |2;|<1,
pentru orice i € {1,2,...,2026}. Aratati ca exista ey, e, ..., 9026 € {—1,0, 1},
nu toate nule, astfel incat

1
le121 + €222 + - -+ + 202622026 < 21000

Solutie. Pentru fiecare X C {1,2,...,2026} notam zx = Zzi, cu
1€X
conventia zg = 0.
Din inegalitatea modulului, rezulta ca zx se afla in interiorul discului D

de raza 2026 centrat In origine. ......... ... ... 3p
Pentru orice X,Y C {1,2,...,2026} distincte avem

ZX — Ry = E Zi — E Zje
1€X\Y JEY\X

Astfel, este suficient sa gasim doua submultimi distincte X, Y cu

1
|ZX—ZY| < W

si putem defini apoi

I, 1€eX\Y,
gi=4 -1, 1€Y\X,
0, altfel,

de unde obtinem ¢; € {—1,0, 1}, nu toate nule, si

2026
Zgizi =[x —2v[ < 91000
i=1
........................................................................ 3p
Presupunem prin absurd ca nu exista astfel de X, Y. Construim, pentru
fiecare submultime X, un disc inchis Dy de raza 21% centrat in zx. ...3p
Daca Dx N Dy # @, atunci
1 1

lox —2v| <2 91001 ~ 91000’



ceea ce ar contrazice presupunerea facuta. Asadar, pentru orice X # Y C
{1,2,...,2026} avem Dx N Dy = @. ..ottt 3p

Pe de alta parte, discurile Dx sunt continute in discul D" de raza 2026 +
swor centrat In origine. Astfel, suma ariilor celor 229% discuri Dy este mai
mica sau egala cu aria lui D":

2 2
92026 | o ( 1 ) < (2026 + L )
91001 = 91001 |

ceea ce este echivalent cu

212 < 2026 +

21001 )

ceea ce este absurd. Prin urmare, presupunerea este falsa si exista submultimi
distincte X, Y C {1,2,...,2026} cu

1
|2x —2v| < 91000



Problema 4. Fie n > 5 un numar natural impar. Pentru un poligon
convex P = A A, ... A, si un punct S aflat in interiorul sau (care nu se afla
pe nicio diagonala a poligonului), notam cu ¢p(S) numarul de patrulatere
convexe distincte, cu varfurile in multimea {A;, Ay, ..., A,}, care il contin
pe S in interior.

Determinati cea mai mare valoare posibila a lui ¢p(S) atunci cand P
parcurge multimea poligoanelor convexe cu n laturi, iar S parcurge interiorul
lui P fara diagonalele sale.

Solutie.

Pentru fiecare i € {1,2,...,n}, consideram dreapta SA; si notam cu
x; numarul de varfuri ale poligonului aflate in semiplanul deschis determi-
nat de SA; care contine pe A;;;. Atunci aceste varfuri sunt consecutive
Ait1, Aiva, ..., Aity,, unde indexarea se face modulo n.

Un patrulater cu varfuri printre Ay, ..., A, nu contine punctul S daca si
numai daca toate cele patru varfuri ale sale se afla intr-un acelasi semiplan
deschis determinat de o dreapta prin S. Pentru un ¢ fix, numarul acestor
patrulatere care au unul dintre varfuri A; si celelalte trei in semiplanul deschis
determinat de S A; care il contine pe A;,; este Ci, iar fiecare patrulater care
nu contine pe S este numarat exact o data. Rezulta

qp(S) =Cp—> C3.
=1

..................................................................... 6p
Numaram perechile ordonate (A;, A;), i # j, pentru care A; se afla in

semiplanul lui SA; care contine pe A;,1. Pentru fiecare i exista z; astfel de
n

varfuri, deci numarul total este Z ;.
i=1
Pe de alta parte, pentru fiecare pereche neordonata {A;, A,}, exact una
dintre perechile (A4;, A;) sau (A;, A;) este numarata. Prin urmare,

n
i=1

Valoarea maxima a lui ¢p(S) se atinge cand E C;’Z_ este minima, cu

i=1



n
E x; = C2. Observam apoi ci pentru orice doua numere naturale 1 < z < y
i=1

avem:
3 3 3 3
Cop + C'y_1 <Co+ Cy,

iar egalitatea are loc daca si numai daca x+1 = y. Astfel, valoarea minima a
n

expresiei E C’i se atinge pentru xy = x9 = - -+ = x,, iar din constrangerea
i=1
n
E T; = Cfl, avem Ty = X9 = -+ = X, = "T_l Asadar, valoarea maxima a
i=1

lui gp(S) este C4 — nC3_, = no=Dn-ntl)

Valoarea aceasta se poate atinge pentru un poligon regulat cu n laturi
si S centrul sau de greutate. Intr-adevar, in acest caz, pentru fiecare i €

{1,2,...,n} avem exact ; = "7 varfuri A; in semiplanul deschis determinat
de SA; care il contine pe A; 1. oo 6p
Finalizare ........ ... .. 1.5p

n n
Nota 1: Pentru minimizarea ZC’; cu constrangerea sz = C? se
i=1 i=1
poate defini alternativ functia f : [1,00) = R, f(x) = w, care este
convexa pe [1,00) (se demonstreaza prin calcul direct). Astfel, deoarece

x; > 1, putem aplica inegalitatea lui Jensen si obtinem ca:

Zn:f(xz) >nf (%ix) =nf (ngl) :nCi%,

n(n—1)(n—3)(n+1)
48

adicd valoarea maxima a lui qp(S) este C2 —nC3_, =
2

Nota 2: Pentru simpla numarare a patrulaterelor in cazul unui poligon
regulat P cu n laturi cu S centrul sau de greutate se acorda 3 puncte.



