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CLASA a IX-a — solutii si bareme

Punctaj din oficiu.......... ... ... ... 10 p

Problema 1. Determinati functiile strict monotone f : N* — N* care
verifica simultan urmatoarele doua conditii:

f(f(n)) =4n +3;
f(f(n) —n) =2n+3,

pentru orice numar natural nenul n.

Solutia 1. Evident, f este strict crescatoare. ........................ 3p
Folosind ipoteza, avem f(f(2n) —2n) = 4n + 3 = f(f(n)). Cum f este
strict crescatoare, obtinem f(2n) — 2n = f(n), deci

f(2n) — f(n) =2n, Yn e N*. (1)

........................................................................ 3p
Presupunem ca exista n € N* astfel incat f(n + 1) = f(n) + 1. Atunci

(n)
Fn+1) = (n+1) = f(n) —n, deci f(f(n+1) — (n+1)) = F(f(n) — n), de
unde rezulta 2(n + 1) + 3 = 2n + 3, fals. Prin urmare,

fn+1)— f(n)>2 YneN". (2

2n = f(2n) = f(n)

(fn+k+1) = f(n+k) > 2n,

£
Il
o

deci f(n+1) — f(n) =2, Vn € N*| de unde rezulta

f(n)=f(1)+2(n—-1), Vn € N".



In final, avem: 7 = f(f(1)) = f(1) 4+ 2(f(1) — 1), deci f(1) = 3 si

f(n) =2n + 1, pentru orice n, care verifica ipoteza. .................... 3p
Finalizare ....... .. 1,5p
Solutia 2. Evident, f este strict crescatoare. ........................ 3p
Pentru n = 1 in prima relatie din enunt si n = 2 in a doua relatie

avem f(f(1)) =7 = f(f(2) —2). Cum f este strict crescatoare, obtinem

F)=f(2)—2deci f(2) = f(1)+2. oooiiii 3p

Pentru n = 2 in cele doua relatii din enunt, si n = 3 in a doua relatie avem

F(F2) =843 =11, f(f(2) =2) =7, f(f(3) =3) =9, deci f(f(2) - 2) <
f(f(3) —3) < f(f(2)). Functia fiind strict crescatoare, rezulta f(2) — 2 <
f(3) =3 < f(2) deci f(3) = f(2)+2= f(1)+ 4.

Demonstram inductiv ca f(n) = f(1) +2(n —1), Vn € N*. Presupunem
ca f(k)=f(1)+2(k—-1), k<n.

Daca n este par, folosind relatiile din enunt, avem:

{f<f<g>>4g+32n+3 .
=

f(f(n) —n)=2n+3

deci

Daca n este impar, avem:

f(f(n;1)>:2n+5 (2
)

F("50) <sm-n<s (U5).

deci




prin urmare
fy+n-3<fn)—n<f(l)4n—-1 = f(n)—n=f(1)+n—-2

de unde rezulta

..................................................................... 6p
In final, avem: 7 = f(f(1)) = f(1) + 2(f(1) — 1), deci f(1) = 3 si
f(n) =2n+ 1, pentru orice n, care verifica ipoteza. .................... 3p
Finalizare ... ... .. 1,5p
Solutia 3. Evident, f este strict crescatoare. ........................ 3p
Avem f(1) > 2. Daca f(1) = 2, obtinem contradictia f(1) = f(2—1) =5
..................................................................... 3p
Daca f(1) = k > 4, atunci f(k — 1) = 5 ceea ce contrazice monotonia
funciel. ... 6p
Rezulta ca f(1) = 3. De unde inductiv f(n) =2n+1 ............... 6p
Aceasta functie convine. ........ . 3p
Finalizare ....... .. 1,5p

Problema 2. Consideram numarul natural n > 2 si numerele reale
ai, as, ..., a, € (0,00) cu proprietatea ca exista numarul natural nenul & astfel
incat

k—1 k ktn—2 k k41 ktn—1
a7t tas+ .o +atr > Al Hastt + L+ e
Ardtati ca af +af + ...+ af < n.

Solutie. In rezolvare vom folosi proprietatea ca daca a este un numar real
pozitiv, atunci pentru orice numar natural ¢, este adevarata inegalitatea

: (*)

at — az+1 > az—i—l o az+2

echivalenta cu
a? — att > gt — gl (k)

Intr-adevar trecand toti termenii in partea stanga se obtine relatia



Astfel, avem suita de inegalitati

(%) (%) (%) ipoteza (%%)
l—a; > a1—a? > ... >ad" ' —af > (a5 —adb)+. 4 (aFT a2y >
> > (ab—adb Y+ (e —ab )+ (dF—d ) > >
> (a3 —az) + ...+ (a, —an) 2 (a2 —1)+(as = 1)+ ... + (an — 1)
......................................................................... Ip
Uitandu-ne la termenii extremi, deducem
n>ay+ ...+ ay,
apoi la al doilea si penultimul
2 2
ay+...+a, > ai+..+a,,
gl tot asa
ai P radt > ak
deci
n>a +..+a,>a+..+ad>..>ad + .. +d,
i cerinta este demonstrata........ ... 6p
Finalizare ........ ... ... 1,5p
Problema 3. Consideram numerele reale a si b astfel incat [a] = [b] € N*,

Daca [a™] - [b"] este patrat perfect, pentru orice numar natural n, aratati ca
a=b.
(Am notat cu [z] partea intreaga a numarului real z.)

Solutie. La inceput, demonstram ci [a?] = [b?].
Daca [a] = [b] = k, atunci existd numerele naturale r gi s astfel incat
@] =k +r, 0*]=k+s, 0<r <2k 0<s<2k (x)

..................................................................... 3p
Deoarece [a?]-[b?] este patrat perfect, exista numéarul natural ¢ astfel incat

[a®] - [0°] = (K> 4+ 7)(k* + s) = (k* +1)?,

4



de unde obtinem
E*(r+s—2t) =t* —rs.

Daca r+s < 2t, rezulta t? < rs, prin urmare % < t < 4/rs, contradictie.
Daca r 4+ s > 2t, rezulta t < TTJFS si avem:

9 9 9 r+s 2 r—s 2
E°<EkE(r+s—2t)=t"—rs< 5 —rs = 5 ;

de unde obtinem k < |52|, adicd |r — s| > 2k, in contradictie cu () .

Prin urmare r + s = 2t, deci t* = rs, asadar t = \/rs = 22, adica r = s,

ceea ce inseamnd ca [a?] = [b?].
Inductiv, obtinem [aQ"] = [bzn], pentru orice numar natural nenul n.

Presupunand c& a < b, rezultd 0 < v*" — a®" < 1, pentru orice numér
natural nenul n. In continuare, folosind inegalitatea lui Bernoulli, avem:

()= @) ()

b—a\" b— b—
:(1+ a) —1>21+n- C 1=n. a’
a a a

pentru orice numar natural nenul n, de unde rezulta n < %=, Vn € N7,

contradictie. .. ... .. 9p
Finalizare ......... . . 1,5p
Observatie. (altd demonstratie pentru [a?] = [b?]) Pentru [a] = [b] = k,

deoarece [a?] - [b?] este patrat perfect, existd numerele naturale nenule d, z,y

cu [a?] = dz?, [b*] = dy?. Presupunand [a?] < [b?], avem: k? < dz? < dy? <
k k

k+1)2, de unde 2k > d(y? — 22) > d(z +y) > d(—= + —=) = 2k\/d > 2k,

(k+1) (y ) = d(z +y) > d( 7 \/3>

contradictie.

Problema 4. a) Consideram cele patru laturi ale unui patrat si una
dintre diagonalele sale. Fiecarui astfel de segment ii alegem in mod arbitrar
un sens, obtinand astfel cinci vectori. Aratati ca modulul sumei acestor cinci
vectori este cel putin egal cu lungimea diagonalei patratului.

b) Fie n un numar natural nenul si fie n drepte care partitioneaza un
patrat in poligoane convexe. Notam cu M multimea tuturor segmentelor



care reprezinta laturile acestor poligoane. Aratati ca putem alege pentru
fiecare segment din M un sens, astfel incat suma vectorilor corespunzatori
sa aiba modulul cel mult egal cu lungimea diagonalei patratului.

Solutie.
a) Notam pitratul ABCD, considerim AB = 1 si fie ¥ = AB sid =
@. Atunci cerinta este echivalenta cu

-7 +y- 5420 +7F)| > V2

pentru orice x,y € {—2,0,2} si z € {—1,1}. Intrucat modulul unui vector
este egal cu modulul opusului sau, putem presupune fara a restrange gener-
alitatea cii z = 1. Atunci cerinta se scrie |(z + 1) 7 + (y £1)F| > /2, care
este echivalenti cu (z+1)% 4 (y+1)2 > 2. Intrucat |z +1| > 1si [y£1]| > 1,
pentru orice z,y € {—2,0,2}, concluzia este adevarata.
..................................................................... 6p
b) Pentru fiecare dreaptd d;, ¢ = 1,n, notdm unul din semiplanele de-
terminate de aceasta cu 1 iar celalalt cu —1. Fiecarui punct P din interiorul
patratului care nu se afla pe nici o dreapta d; 1i asociem n-uplul (py, pa, ..., pn),
unde p; identifica notarea 1 sau —1 aferenta pozitiei lui P fata de dreapta d;,
pentru 7 = 1,n. Punctele interioare fiecarui poligon rezultat in urma taierii
vor avea toate acelasi n-uplu asociat, deci putem asocia poligonului numarul
P1 - P2 - ... - Pn, care poate lua una din valorile 1 sau —1. Observam ca orice
doua poligoane care au o latura comuna vor avea asociate pe 1 respectiv —1.
Vom colora interioarele poligoanelor asociate cu 1 cu negru si interioarele
celor asociate cu —1 cu alb gi vom obtine un tipar similar unei table de sah.

Pentru fiecare poligon negru, orientam toate laturile acestuia conform
parcurgerii laturilor sale in sensul acelor de ceasornic, iar pentru fiecare
poligon alb, orientam toate laturile acestuia in sensul invers acelor de ceasor-
nic. Atunci fiecare segment interior este la fel orientat in ambele procese, deci
orientatea tuturor segmentelor este coerenta. Fie o suma vectorilor interiori

patratului si suma vectorilor de pe laturile patratului. Intrucat in orice

. . . . o e

poligon suma vectorilor ordonati de pe laturi este nula, avem 200+ 4 =10 ,
1

deci @ = TS B 6p

Daca consideram ca la punctul a) ca latura patratului este egald cu
unitatea, pentru ca aceasta configuratie sa corespunda cerintei, trebuie ca



|3 + F| < /2, adica |F| < 2¢/2. Dar F este suma dintre doi vectori
perpendiculari sau nuli, amandoi de modul cel mult 2, deci inegalitatea se
VEITICa. 3p

Finalizare ........ ... .. 1,5p



