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CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Punctajdinoficiu............. ... ... ... 10 p

Problema 1. Determinati numerele x € Q si y € Z care verifica relatia

2 (2> +9*) +z+y = 3ay.

Solutie. Egalitatea data se poate scrie ca o ecuatie cu coeficienti intregi, in
necunoscuta z, sub forma: 222+ (1—3y)z+ (2y* + y) = 0, iar discriminantul
ecuatiei este A = (1 —3y)2 =8 (22 +y) = —Ty*  — My +1. ............ 6p

Ecuatia are solutii reale daca si numai daca A > 0, iar cum A = 8—7(y+
1)%, rezultd ca 7(y + 1)? < 8, de unde, avand in vedere ci y € Z, obtinem

[y 4 1] € {0, 1}, oo 6p
Pentru ca ecuatia sa aiba radacini rationale, A trebuie sa fie patrat per-
fect, de unde obtinem |y + 1| =1, deciy € {—2,0} siA=1............. 3p

Pentru y = —2 ecuatia devine 22% + 7x + 6 = 0, de unde z € {—2, —%},
iar pentru y = 0 obtinem 222 + x = 0, de unde z € {—%, 0}, deci problema
admite patru solutii: (0,0), (=2, —2), (=2, —2) si (=5,0). ............... 6p

Finalizare ........ ... . 1,5p
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Problema 2. Determinati numarul natural m pentru care numarul
A=25"-3"—-2

poate fi scris ca produs de doua numere intregi consecutive.

Solutie. Pentru m = 0, avem A = —2, care nu poate fi scris ca produs de
doua numere consecutive, deci m € N* si A =25™ — 3™ — 2 € N*.

Fie z € N* astfel incat z- (z+1) = 25™ —3™ —2. Obtinem 4z*+4r+1 =
4(25m —3m —2)+ 1 2z +1)2 =4(25™ —3™) — 7, deci 4 (25™ — 3™) — 7
este patrat perfect. ... .. 6p

Pentru orice m € N* avem 4 (25™ —3™) — 7 < (2-5™)% ............. 3p

Ardtam ca 4(25™ —3™) — 7 > (2- 5™ — 2)?, inegalitate echivalentd cu
4-3™+4+ 11 < 8- 5™, care este evident adevarata, deoarece 4 - 3™ < 4 -5™ si
11 < 4-5™ pentru orice m € N* ... 3p

Deci (2-5™ — 2)2 < 425" —4.3m =T < (2 5’“)2, iar cum 4 (25™ — 3™)—7
este patrat perfect, deducem c& 4 -25™ —4-3" -7 = (2.5 —1)? &

4-25m —4-3"—=7=4-2"—-4-5"+1& 5" =-3"=2 ... 3p
Pentru m > 2 avem 5™ — 3™ = (5 — 3)(5™ 1 4+ 5™ 2.3 + ... +3™7!) >
2. (571 4 3m71) > 2, deci nu avem solutie. ................. ..., 3p
Pentru m = 1, obtinem A = 20 = 4 - 5, deci problema are unica solutie
M = L 3p



SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE

M MINISTERUL EDUCATIEI
DIN ROMANIA

SI CERCETARII

CLASA a VIII-a — solutii si bareme

Problema 3. Se considera prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C’,
P mijlocul muchiei C'C’ si punctele D pe muchia BC', respectiv F” pe muchia
A'B'.

Demonstrati ca planele (DPF’) si (ABB’) sunt perpendiculare daca si
numai daca BD =2 - A'F".

Solutie. Notam o = (DPF'),{D'} = DPNB'C',{E'} = D'F' N A'C" si
d=an(ABC); atunci D", EF' € o, d C o; D', E' € (A’B'C") si d C (ABC).

(=) Presupunem c¢ii o L (ABB'). Intrucat (A'B'C’) || (ABC), an
(AB'C") = FE'F'si an (ABC) =d, rezulta E'F’ || d, (1).

Pe de alta parte, « L (ABB'), (ABC) L (ABB'), an (ABC) = d, prin
urmare d L (ABB'), iar din (1) obtinem E'F" L A'B’. ................. 6p

In continuare, notdim A'F’ = z si AB = a. Triunghiul F'B'D’ fiind
de tipul 30° — 60° — 90°, avem B'D' = 2 - F'B’ = 2(a — z), deci C'D’ =
B'D'— B'(C'=A=2(a—1x)—a,deunde C'D’' = a — 2.

Cum AC'PD" = ACPD (cazul C.U.), rezulta ca DC = D'C' = a — 2z,
de unde BD = 2z, adica BD =2A'F'. ... .. .. . 6p

(<) Presupunem ca A'F' =z si BD =2z, unde 0 < = < e

2
Fie D'F" 1 AB'F" € A'B'si {E"} = D'F' N A'C".



AI

Fl/

B’ C'a—2x

Din congruenta triunghiurilor C'PD’ si CPD, avem DC = C'D’ = a—2x,
deci B'D' = B'C' + C'D’ = 2a — 2z, de unde B'F" = a — x (30° — 60° — 90°
in triunghiul F”B’'D"). Atunci A'F" = x = A'F’, prin urmare " = F’ si
dreptele D'F” si D'F’ coincid. In acest caz D'F' 1L A'B' si E" = E'. ...6p

Avem E'F' L A'B,E'F' | AA, ABNAA={A"}, deci E'F' | (ABB')
si cum E'F’ C a = (DPF'), rezulta ca (DPF') L (ABB'). ............. 3p

Finalizare 1,5p
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Problema 4. Determinati numerele reale x pentru care exista a,b € N

A a b
astfel incat z = {—} + {—}
b a

(Notatiile [x] si {x} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionard,
a numdrului real x.)

b
Solutie. Evident, se impune ca a,b € N*. Atunci, daca = = {%} + {—},
a

avem r = {%] € Nsi {x}:{g} €eQnN0,1), deci z € [0,00)NQ. ....3p
1 2

Pentru z = 0 avem scrierea r = [5] + {I}

Daca x < 1, atunci [z] = 0, deci [%} = 0, de unde reiese ca a < b, deci

b : y . .
r = {—} Cum orice numar rational « € (0,1) se scrie sub forma = = 2—7,

a q
unde 0 < p < ¢, p si ¢ numere naturale nenule, alegand a = ¢ si b = p + ¢,

b
avem a < b si {—} = {m} = {1—?} = 2. Deducem ca toate numerele

a q q
2 €[0,1)NQ VErificA. .. .ontti 6p
Fie £ > 1 un numar natural. Cautam x pentru care [z] = k. Atunci avem
2] = k. deci k< 2 <k +1 i atunci LS
—| = eci — si atunci - < -
b ’ — b ’ E+1 a~ k

Daca b=a, avem k=1siz = 1.

1
Daca b # a, din b < z < 1, avem b < a. Atunci {z} = {é} = é, deci
a

a a
1 1 1
{z} € (k:——l—l’ E}, pentru k > 2, respectiv {z} € (5, 1), pentru k = 1. 6p
. y : 1 o : b
Pentru orice numar rational r € | ——, — |, exista o scriere r = —, unde
’ k+1 K a

a a
a,b € N* si pentru aceasta avem 3 € [k, k+ 1), deci [3] = k, asadar toate

1 1
numerele de forma k£ 4 r, unde r € (k:——l—l’ E} N Q verifica.



In mod exceptional, pentru k = 1, daca a = b avem solutia z = 1,

1 ~
altfel avem r € (5, 1) N Q. In concluzie, solutiile problemei sunt numerele
. . . 3 1 1
rationale din multimea [0, 1] U 2 2|U U k4+——k+—|. ....... 6p

Finalizare .......... ... 1.5p



