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CLASA a VII-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ..o 10 p

Problema 1. Numerele naturale nenule a, b, ¢, distincte doua cate doua, indeplinesc
conditiile: abc =3(a+b+c)siab+bc+ca=4(a+b+c)—1.

a) Aratati ca unul dintre numere este 1.

b) In cazul a = 1, determinati toate valorile posibile ale perechii (b, ¢).

Solutie. a) Observam ca (a — 1)(b— 1)(c — 1) = abc —ab—ac—bc+a+b+c—1 =
3la+b+c)—4(a+b+c)+1+(a+b+c)—1=0. Atunci unul din numerele a —1,b—1,c—1

este egal cu 0, deci unul dintre numerele a,b,cesteegal cu 1......... ... ... ... ... ..., 9p
b) Pentru a = 1, cele doua relatii devin bc = 3 + 3b + 3¢, sau bc — 3b — 3¢ = 3, sau
(= B)(C = B) = 12 6p
Analizand descompunerile numarului 12 in produs de doi factori, obtinem in final solutiile
(4,15),(5,9),(6,7), (7,6),(9,5), (15,4) « e e renini e 6p
Solutie alternativd. impz‘irt,ind prima relatie la abc obtinem 1 = — + 3 + 3o 3p

bc  ac ab
Putem presupune ca a este cel mai mic dintre numere.

3 3 3 1 1 3
Daca a > 3, deci b,c > 4, atunci ab > 12, ac > 12, bc > 16iar —+ —4+ — < -+ -+ — < 1,

. L bc ac ab— 4 4 16
deci acest caz nu este posibil. ... ... 3p
Daca a = 2, atunci a doua relatie da bc — 2b — 2¢ = 7, de unde (b — 2)(c —2) = 11. Sunt

posibile cazurile b = 3,¢ = 13 sau b = 13,¢ = 3, dar in niciunul dintre ele nu se verifica prima

relatie. Asadar, cel mai mic dintre numere trebuie sa fie 1.......... ... .. ... ... oL 3p
Pentru a = 1, continuam ca mai SUS. .. .....uutt it e 12p
Finalizare . . . . ... 1,5p

Problema 2. In patrulaterul convex ABCD stim c¢i ZADC = 4. /DAB = 4 - Z/DBC,
BD = BC, iar DB este bisectoarea unghiului ADC'

a) Aflati masurile unghiurilor patrulaterului.

b) Fie M mijlocul laturii AB. Aratati ca AC =2- DM.
Solutie. a) Notam ZDAB = /ZDBC = a;

A D rezulti ZADC = da, iar ZADB = /BDC = 2a.

c Din BD = BC rezulta ca triunghiul BC' D este isos-

celcu ZBCD=/BDC=20..........ccco .. 3p

W In triunghiul BCD avem /DBC + /BCD +

/ZCDB = 180°, adica 5a = 180° de unde a = 36°

si astfel: ZDAB = 36°, ZABC = 108°, Z/BCD =

N B 79°, JODA = 144%. .. 6p
b) Deoarece ZABC + ZBCD = 180° rezulta CD || AB, iar ABCD este trapez......... 3p
Notam cu N simetricul lui D fatd de M. Pentru a dovedi concluzia este suficient sa aratam

CA ADBN = ACBA, (F) e ee e e e e e e e 3p

Deoarece ADBN este paralelogram reiese BN = AD si ZNBD = 180° — ZADB = 180° —
72° =108° = LABC. Cum AD = AB si BD = BC, relatia (*) este dovedita (cazul LUL)..6p
Finalizare . ... 1,5p



Problema 3. Determinati perechile (a,b) de numere naturale nenule pentru care numerele
2 2
a®+b b+

si sunt naturale.
a+b—1" a+bd

a?+b ab—1 b2 +a ab—+b
lutie. A == l—-——sin= = 1— — ... 9
Solufie. Avemm = mm Ty =atl =TTy sin= o =Rl P
ab+b ab—1 b +a

Daca m si n sunt numere naturale, numarul p = 0wt b arb-1 (@t D) (atb—1)

este, evident, pozitiv. Apoip < 1 <= b?>+a < a®+2ab+b>—a—b <= a(a—2)+b(2a—1) > 0,
iar ultima inegalitate este adevarata pentru a > 2, deci in cazul @ > 2 nu exista solutii ... .. 9p
Pentru a = 1 obtinem solutia (1, 1) . ..ot e 3p

1
Alta solutie. Cu notatiile precedente, daca a = 1 rezulta m = 1+ 3 care este numar natural

daca si numai daca b = 1; asemanator daca b = 1. Obtinem solutia (1,1)................... 3p
b(b—1
Analizadm acum cazul a,b > 2. Fie s=a+ b > 4. Atunci n = M =1+ co 3p
s s
—b)2+b 1
gjm:<s)1+:s—2b+1—|—c+1,undec:b(b—1)22 ............................ 6p
s — s —

Daca ¢ = ks, atunci s > bducelak <b—1. Apois—1|ks+1=Fk(s—1)+k+ 1 implica
s—1]lk+1,decik>s—2=a+b—2>b—1— contradictie. Astfel, in cazul a,b > 2 nu exista
SOIULIL . .o 9p

Finalizare . ... ... 1,5p

Problema 4. Fie ABC un triunghi dreptunghic in care punctele M si N sunt respectiv
mijloacele catetelor AB si AC. Perpendiculara din M pe BN intersecteaza BC in punctul P.
Dreptele AP si C'M se intersecteaza in K. Demonstrati ca ZABK = ZNBC.

Solutie. Notam {S} = BK N AC. Teorema lui
Ceva aplicata in triunghiul ABC' pentru cevienele con-
curente BS, AP si C M, impreuna cu conditia C'M me-
dianad conduce, folosind reciproca teoremei lui Thales
la concluzia PS || BA. De aici, ZBSP = ZABS (al-
terne interne) (1).......... ...l 6p

Notéam {L} = PM N AC. In triunghiul BLN, BA
si LP sunt indltimi, prin urmare M este ortocentrul
triunghiului BLN si, in consecinta, N M este, de asemenea, ndltime.................... ... 3p

Deoarece M N este linie mijlocie in triunghiul ABC avem M N || BC, deci BC' | BL. Astfel,
patrulaterul LBPS este inscriptibil, de unde ZBSP = ZBLP, deci ZABK = ZBLP (2)...6p

In sfarsit, ZBLP = 90° — ZLBN = ZNBC, iar relatia (2) implici ZABS = ZNBC....6p

Alta solutie. Aratam ca BS este simediana, i.e.,

B P

AS &2
f latiei Stei T SV 3
conform relatiei Steiner, == = — P
Conform teoremei lui Ceva in AABC, aceasta
) BP 2 6
revinela — = — ...
PC a2 P

Fie R, T intersectiile perpendicularei din A pe
BN cu BN, respectiv BC. Teorema lui Menelaus in
ABNC' cu punctele coliniare A — R — T ne arata ca

BT BR AN 27 BR AB?> 4¢
TC - RN AC — bc2 , 2deoaurece BN - AN b02 (teorema catetel;n AABQN ) PP 9p
BT 2¢c BP 2 . BP C c
Obtlnem BC 202 b2, de U_nde BC 202 b2, deCl Pic\' = m = ﬁ ........... 3p

Finalizare. ... ... 1,5p



