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CLASA a VI-a — solutii

Punctaj din oficiu. ... ... 10 p

Problema 1. Fie p si ¢ numere prime impare, cu p < ¢ < 2p si x, y numere naturale nenule
astfel incat x + 1 si y — 1 sunt direct proportionale cu p si ¢ — p, iar  — 1 si y + 1 sunt invers
proportionale cu 2q — 2p si 2p — q.

a) Demonstrati ca y = 3.

b) Demonstrati ca x + y este numar prim.
r+1 y-—1 1 .x—1 y+1

Solutie. a) Din enunt rezulta , (1) si = e 3p
p q—-p 2p—q 2q—2p
.+l y—-1 x4y . z-—1 y+1 T+y y—1 y+1

Rezulta = = si = = , de unde = ,

p a-p 2p—q 2¢—2p q a-p 2(q—p)

ceea ce duce lay — 1 = vt sadica 4 = 3 6p

. 1 2 3p —
b) Inlocuind in (1) obtinem rrl_ , adicad z = Pl e N 3p
q— q—7p

Rezultd ¢ —p | 3p —q. Cum q —p | 3¢ —3p, deducem ¢ —p | 2q.........cccooiiii... 3p
Cum ¢ este numar prim sig > q¢—p > 2, relese ¢ —p=2,deunde z =q¢—3siz+y = gq,
ceea ce dovedeste concluzia . ... 6p
Finalizare . . ..o 1,5p

Observatie. O rezolvare completa a punctului b) bazata pe folosirea concluziei de la a) se
noteaza cu cele 12 puncte corespunzatoare lui b).

Problema 2. Pe o foaie cu patratele a fost evidentiatd o multime
M de 36 de puncte, situate ca in figura alaturata. Consideram multimea
T a triunghiurilor (nedegenerate) care au toate cele trei varfuri in M.

a) Cate dintre punctele multimii M sunt ortocentre ale unor tri-
unghiuri din 77

b) Céate dintre punctele multimii M sunt centre de greutate ale unor
triunghiuri din 77

c) Cate dintre punctele multimii M sunt centre ale cercurilor circumscrise unor triunghiuri
din 7?7

Solutie. Luam ca unitate de masura latura unui patratel mic. Astfel, multimea M este
situata pe laturile si in interiorul unui patrat P de latura 5.

a) Fiecare punct al multimii M este ortocentrul unui triunghi dreptunghic din 7', avand

catetele de Tungime 1 ... ... . 3p
Reiese ca toate cele 36 de puncte ale multimii M convin, deci raspunsul este 36......... 3p
b) Punctele de pe laturile lui P nu sunt situate in interiorul niciunui triunghi din 7', deci nu
pot fi centre de greutate ale unui astfel de triunghi ............ ... ... .. L. 3p
Fiecare dintre cele 16 puncte ramase este centrul de greutate al unui triunghi isoscel din T,
cu baza de lungime 2 si Inaltimea de lungime 3. Asadar, raspunsul este 16 ................. 3p
c¢) Fiecare punct care nu este varf al lui P este mijlocul ipotenuzei de lungime 2 a unui
triunghi dreptunghic din 7', deci este centrul cercului circumscris acestui triunghi.......... 3p

Fiecare varf al lui P este centrul unui cerc C' de raza 5, care trece prin alte doua varfuri
ale lui P. Deoarece 52 = 32 4 42, C trece si printr-un punct al lui M situat in interiorul lui
P, obtinut prin parcurgerea pe orizontala a unei distante de 4 unitati si, apoi, parcurgerea pe
verticala a unei distante de 3 unitati. Cum orice punct din M convine, raspunsul este 36...6p

Finalizare . . .. ... 1,5p



Problema 3. Se considera triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC. Pe laturile (BC) si (AC)
luam punctele D, respectiv E, astfel incat BD = CE < %BC . Dreapta DFE taie perpendiculara
in C' pe BC in punctul N. Presupunem ci AN = AD = DFE.

a) Demonstrati ca AC = CD.

b) Demonstrati ca triunghiul ABC' este dreptunghic.

A
N
B D C
Solutie. a) In AADB si ADEC avem AD = DE, DB = EC si /ZABD = /DCE ...... 6p

Unghiul ZDEC este obtuz, deoarece are ca suplement un unghi de la baza triunghiului isoscel
ADE. Unghiul ZADB este obtuz, deoarece este unghi exterior pentru triunghiul dreptunghic
ADM, unde M este mijlocul segmentului BC. Reiese ca AADB = ADEC (LLU). Rezulta ca
DO = AB = AC . . 6p

b) Am demonstrat ca ZBAD = ZCDE. Avem LADC = ZABD + ZBAD si ZADC =
LADN + ZCDE, deci LZABD = ZADN. Rezulta ca triunghiurile isoscele ABC si ADN au
unghiurile respectiv CONGIUENTE . . ... ...t 6p

Rezultd /NAC = /BAD = /CDE. In plus, AN = DE si AC = DC, deci ANAC =
AEDC (LUL). Deducem /NCA = ZECD, de unde ZACD = 45°, ceea ce duce imediat la
COMCIUZIA COIULA . . oottt e e ettt e e ettt e et iiee e 3p

Finalizare . . .. ... e 1,5p

Observatii. 1. La a), in locul cazului de congruenta (LLU) se poate folosi un rationament
bazat, de exemplu, pe ducerea inaltimilor din D si FE in triunghiurile ADB, respectiv DEC.
Si in acest caz este nevoie de argumentarea faptului ca picioarele acestor perpendiculare sunt
situate In interiorul laturilor pe care au fost duse.

2. O rezolvare completa a punctului b) bazata pe folosirea concluziei de la a) se noteaza cu
cele 9 puncte corespunzatoare lui b).

Problema 4. Pentru n numar natural nenul consideram multimea A, a numerelor intregi
avand modulul mai mic sau egal cu n. Determinati pentru céate valori n < 2026 este indeplinita
conditia:

Multimea A, poate fi impdrtita in trei submultimi disjuncte X, Y, Z avand acelasi

numar de elemente, iar s(X) = s(Y) = s(Z).

Am notat cu s(M) suma elementelor multimii M C Z.

Solutie. Numarul de elemente ale multimii A, este 2n 4+ 1. Pentru ca partitionarea sa fie
posibila, numarul total de elemente din A,, trebuie sa fie un multiplu de 3. Reiese ca n trebuie
sa fie de forma n = 3k + 1, unde kK € N. Pentru k = 0: A; = {—1,0,1} si este evident ca

impartirea nu este posibila. . ... .. 6p
Pentru k = 1: Ay = {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} si o partitie valida este X = {1,3, -4},
Y ={-1,-3,4}, Z={-2,0,2},deci n =4 CONVINE . . .. ...ciuiriiiiiiiiiii i 6p

Pentru k > 2, o partitie valida se obtine impartind multimea {£5,+6,£7,...+ (3k+ 1)} in
3(k — 1) perechi de numere intregi opuse si adaugand cate k — 1 perechi la X, Y, respectiv Z.
Astfel, orice n de forma 3k + 1, k> 1 CONVINE. ..o\ttt e 6p

3k+1<2026 < k <675, deci exista exact 675 de valori convenabile ale luin....... 3p

Finalizare . . .. ... 1,5p



