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CLASA a V-a — solutii si bareme

Punctaj din oficiu.......... ... ... . 10 p

Problema 1. Un numar natural se numeste primsum daca este prim si
se poate scrie ca suma a doua numere naturale prime. Un numar natural se
numeste primdif daca este prim si se poate scrie ca diferenta a doua numere
naturale prime.

a) Determinati cel mai mare numéar primsum de doua cifre si cel mai mic
numar primdif de trei cifre.

b) Determinati numerele care sunt simultan si de tip primsum, si de tip
primdif.

Solutie. a) Deoarece suma si diferenta a doua numere naturale impare
este numar par rezulta ca un numar primsum se scrie ca suma dintre un
numar prim si 2, iar un numar primdif de trei cifre se scrie ca diferenta
dintre un numar prim si 2.

Cel mai mic numar prim de trei cifre este 101 = 103 — 2, deci cel mai mic
numar primdif de trei cifre este 101 ... .. ... ... ... 3p

Verificand cele mai mari numere prime de doua cifre, gasim ca cea mai
mare pereche de doua numere prime cu diferenta egala cu 2 este cea formata
din 71 si 73. In concluzie, cel mai mare numar primsum de doua cifre este
=T 3p

b) Fie p un numar care este primsum. Atunci p = ¢+ 1 > 2, cu ¢,r
numere prime, implica p impar. Deci g sau r trebuie sa fie numar par, asadar

unul dintre ele este egal cu 2......... ... 3p
Daca p este si primdif, deci p = ¢t — s, unde ¢, s numere prime, obtinem
ca seste par, decl S = 2 . ... 3p

Asadar, cautam numerele p cu proprietatea ca p — 2, p si p + 2 sunt
simultan numere prime.
Daca p = M3, cum p este numar prim, obtinem p = 3, dar p —2 = 1 nu

este prim, deci nu se poate ........... . 3p
Daca p = M3+ 1, rezulta ca p + 2 = M3+ 3 = M;5. Dar p+ 2 > 3, deci
P+ 2 nu este prim, nu se poate . ... 3p

Daca p = M3 + 2, rezulta ca p — 2 = M;. Insd p — 2 este prim, asadar
p—2=3. Cum p+ 2 =7, obtinem p = 5 singurul numar care este simultan
primsum si primdif. ... 3p

Finalizare ........ . 1,5p
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Problema 2. Determinati numerele naturale de trei cifre abc cu propri-
etatea ca, dupa eliminarea unei cifre, se obtine un numar egal cu produsul
cifrelor numarului abe.

Solutie. Cum a - b-c > 10, rezulta ca a, b si ¢ sunt cifre nenule.

Observam ci, daca cifrele distincte a, b, ¢ au proprietatea ci a-b- ¢ = ab,
atunci exista exact trei numere care verifica cerinta problemei si se scriu
folosind toate cele trei cifre — si anume abe, cab si ach, (x) .............. 3p

Dina-b-c=abrezultid a-b-c=10-a+ b, de unde deducem ci a | b si
D10 @ e 3p

Atunci b = a - k, unde k numar natural nenul, si a -k | 10 - a, deci k | 10.
Avem de analizat trei cazuri: k=5, k =2si k= 1.

Cazul I: Pentru k =5 avem b=5-a = a = 1si b =5, de unde ¢ = 3.
Obtinem solutiile 153, 315, 135. ... . 3p

Cazul II: Pentru k =2 avem b=2-a = a-2-a-c = 12 - a, de unde
a-c = 6. Avem posibilitatile:

e daca a = 1, atunci ¢ = 6, b = 2, iar din observatia (x) rezulta ca

numerele 126, 612, 162 sunt solutii ale problemei ....................... 3p
e daca a = 2, atunci ¢ = 3,b = 4, cu solutiile 234, 324, 243 ......... 3p
e daca a = 3, atunci ¢ = 2,b = 6, cu solutiile 326, 362, 236 ......... 3p
Cazul III: Pentru k = 1 rezulta ca a = b, deci a - a - ¢ = 11 - a, de unde
rezulta a - ¢ = 11, imposibil daca a si ¢ sunt cifre ....................... 3p

Observatie: Pentru abordarile de tipul ”eliminam, pe rand, cifrele a, b,
respectiv ¢” se acorda 3 puncte pentru demonstratia afirmatiei k | 10 si cate
6 puncte analizei complete a fiecarui caz.

Finalizare ........ .. 1,5p
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Problema 3. Aflati numerele naturale a si b, stiind ca 3% 4 3% + 2 este
un cub perfect.

Solutie. Ne vom folosi de faptul ca un cub perfect poate avea doar una
dintre formele My, My + 1 sau Mg + 8.

Putem presupune a > b. Analizam cazurile:
I. a>b>2, care implica 3¢ = My si 3° = My, de unde rezulta 3% + 3° +

2 = My + 2, care nu este cub perfect ......... ... ... 6p
II. a > 2,b < 1. Atunci 3* + 3° + 2 poate fi My + 5 sau My + 3, deci nu
este cub perfect ....... .. 6p
II. @ = b = 1, care implica 3% + 3% + 2 = 8 = 23, cub perfect ........ 6p
IV. a < 1,b = 0. Obtinem ca 3% + 3% + 2 este egal cu 4 sau cu 6, care nu
sunt cuburi perfecte ......... . . 3p

Finalizare ............ . . 1.5p
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Problema 4. Pe o tabla sunt scrise primele 22 de numere naturale
nenule. Numim mutare alegerea a doua numere de pe tabla, unul par si
celalalt impar, stergerea acestor numere de pe tabla si scrierea lor in propriul
caiet.

Doi copii, Ana si Bogdan, joaca un joc, alternativ, incepand cu Ana.
Cand 1i vine randul, fiecare jucator poate face fie una, fie doua mutari, cu
conditia sa nu faca acelasi numar de mutari in oricare doua runde consecutive.
Castigator este acela care reuseste ca, la finalul unei runde, suma numerelor
scrise 1n caietul sau sa fie egala cu 100.

Aratati ca unul dintre cei doi jucatori are o strategie de castig indiferent
de alegerile facute de celalalt jucator.

Solutie. Vom arata ca Ana are strategia castigatoare. Pentru inceput,
facem doua observatii:
1) La fiecare mutare, suma numerelor alese de catre un jucator este numar

2) Niciunul dintre copii nu poate castiga dupa doar doua runde. Daca
vor incepe cu o mutare in prima runda, vor trebui sa faca obligatoriu doua
mutari in cea de-a doua runda, iar daca incep cu doua mutari in prima runda,
obligatoriu vor face o singura mutare in cea de-a doua. In concluzie, indiferent
de alegerea facuta, dupa 2 runde, fiecare dintre copii va alege exact 3 perechi.
Dar suma numerelor dintr-o pereche este impara, deci suma numerelor celor
3 perechi va fi tot numar impar, asadar diferita de 100 ................. 6p

Deoarece Ana incepe jocul, ea poate alege sa faca initial o singura mutare.
Astfel, va trebui sa continue cu 2 mutari in cea de-a doua runda si cu o mutare
in cea de-a treia, ajung la un total de 4 perechi alese dupa primele 3 runde.
Cum Bogdan nu poate castiga jocul dupa doar 2 runde, Ana are sansa de
a castiga dupa 3 runde, daca va reusi sa insumeze 100 din cele 4 perechi
selectate .. ... 3p

Vom arata ca Ana are intotdeauna posibilitatea de a alege 4 perechi ce
insumeaza 100.

Exista 10 perechi de numere par-impar, dintre cele scrise pe tabla, a caror
suma este egala cu 25, si anume 25 =22+3=214+4=204+5=19+6 =
18+7=174+8=164+9=154+10=144+11=13+12 ............... 3p

Cum Bogdan alege exact 6 numere in primele 2 runde jucate, intotdeauna

vor exista 4 perechi, dintre cele 10 mentionate mai sus, disponibile pentru a
fi alese de catre Ana. Dar 25 -4 = 100, deci Ana castiga ................ 6p

Finalizare ... ... .. 1,5p



