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CLASA a XII-a — solutii si bareme
Problema 1. Spunem ca inelul (A, +,-) are proprietatea (P) daca

multimea A are cel pufin 4 elemente,
(P) elementul 1 + 1 € A este inversabil,

x4zt =2 + 23, pentru orice x € A.

a) Demonstrati ca daca un inel (A,+,-) are proprietatea (P), iar a,b € A
sunt elemente distincte, astfel incat a st a + b sunt inversabile, atunci b nu
este inversabil, tar 1 4+ ab este inversabil.

b) Dati un exemplu de inel care are proprietatea (P).

Solutie.
Fie U(A) multimea elementelor inversabile din inelul A. Pentru orice k €
N,k > 2 siz € A notam kxr = z+x+---+ . In particular, notam

k termeni
k-1 = k. Conform ipotezei, 2 € U(A). De asemenea, notam cu (1) egalitatea

din ipoteza z + z* = 2% + 2 pentru orice x € A.
Substituind z cu —z in (1) obtinem

—z+2* =2 —2°, pentruorice z € A, (2)
Scazand relatiile (1) si (2) obtinem atunci 2z = 223, de unde, cum 2 € U(A),
obtinem
x=ux", pentruoricex € A. (3)

Pentru z € U(A), inmultind (2) cu ™! obtinem

v =1, pentru orice x € U(A). (4)

Ca multime a elementelor inversabile in monoidul (A4, -), U(A) este un grup.
Un grup in care x? = 1 pentru orice element este comutativ, astfel ca (U(A), -)
este COMUBAtIV. . ... 1p
Relatia (4) ne da pentru z = 2 € U(A) ca 4 =1, deci 3 = 0, astfel ca inelul



A are caracteristica 3. ... ... 1p
Fie a,b € A, cu proprietatea ca a # b si a,a + b € U(A). Daca presupunem
ca b e U(A), atunci

20b=(a+b)?—a*-b*=1-1-1=-1=2,

astfel c& ab = 1 = @® si inmultind cu inversul elementului @ am obtine a = b,
contrazicand ipoteza ca a # b. Prin urmare, b € U(A). ................. 1p
De asemenea,

l+ab=a’>+ab=ala+b) € UA),

ca produs de elemente inversabile. ............. ... ... ...l 1p
b) Fie A = Z3 X Z3, cu adunarea si inmultirea definite pe componente:

(a,0) + (¢,d) = (a+c,b+d), (a,b)-(c,d)=(a-c,b-d),

pentru orice a, b, c,d € Zs. A este atunci un inel cu 9 elemente, cu elementul
unitate 1 = (1,1), si cu 1+ 1 = (2,2) € U(A). De asemenea, 2° = z pentru
orice ¥ € A, astfel ca 2* = 22 si  + 2* = 22 4 23 pentru orice x € A. Inelul
A are deci proprietatea (P). ........ouiii i 2p

Problema 2. Fie [ :[0,1] — R o functie derivabila, cu derivata o functie
integrabila pe [0,1] si f(1) = 0. Ardtati ca

/01 (zf(x)) dz > 12 - (/lef(x) dx>2.
Solutie.

Fie g : [0,1] — R functia definita prin g(x) = 2 f(x) pentru orice z € [0, 1].
Avem atunci ca g(0) =0 = g(1) si ¢'(x) = f(x) + xf'(z), astfel ca
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Cu varianta integrala a inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem atunci
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......................................................................... 2p
Rezulta atunci ca
1 1 2
[ ereyazs ([ -y dwa) -
0 0
1 2 1 2
= 3-((2 1—=1)g(1) = (2-0—1)g(0) — 2/ g(x) dx) = 12-(/ xf(x) dx) ;
0 0
ceea ce trebuia aratat. ...... ... ... . 2p

Problema 3. a) Fiea € R si f : R — R o functie continua pe R, care
admite o primitiva F: R — R, pentru care F(x) 4+ a- f(x) > 0 oricare ar fi

Flz)

||

x € R gi lim = 0 pentru orice o € R*. Ardatati ca F(x) > 0 pentru

|| =00 €
orice x € R.
b) Fien € N\ {0,1}, g = X"+ a; X" '+ ... + a1 X + a, € R[X] un
polinom cu toate radacinile reale st f : R — R o functie polinomiala cu
proprietatea cd f(x) +ay - f'(z) +as- fA(x)+ ... +a,- f™(z) >0 pentru
orice x € R. Aratati ca f(x) > 0 pentru orice x € R.



Solutie.
a) Pentru a = 0 afirmatia este evident adevarata. Consideram in continuare
a #0sifie g : R — R functia definita prin g(z) = F(z)-ea. Functia g este
derivabila, ca produs de functii derivabile, cu

J(2) = f@) €5+ F@) ef = L ef  (F@) +a- f(z)).

a a
Pentru a > 0 rezulta ca ¢’(z) > 0 pentru orice x € R, astfel ca functia g este
crescatoare. Cum
lim g(z) = lim F(z)-e« =0,
T——00 T—r—00

x

rezultd ca g(z) > 0 pentru orice x € R, astfel ca F(x) = g(x)-e"a >0
pentru orice z € R.

Pentru a < 0, ¢'(x) < 0 pentru orice z € R, astfel ca functia g este de-
screscatoare, iar cum

e, () = Jim Flw) -ex =0,

rezulta ca g(x) > 0 pentru orice € R, rezulta ca F(z) = g(z) -e"a > 0
pentru orice x € R ..o 3p
b) Fie P ={f| f : R — R, f — functie polinomiala}. Pentru fiecare numar
real a consideram functia T, : P — P, definita prin T,(f) = f + a- f', i.e.
T.(f)(z) = f(x) +a- f'(x) pentru orice € R. Deoarece pentru orice f € P

si orice & € R avem lim = 0, atunci conform punctului a), pentru

|x|—o00
orice numar real a are loc implicatia

eloz]

fe P:Tuf)(x) >0,Vz € R= f(z) >0,V € R.

Fierq,re,. .., r, radacinile polinomului g, iar s;, = —rg pentru k € {1,2,...,n}
opusele lor, astfel ca

g=(X—=r)(X —re)... (X —=1) = (X +51)(X +52) ... (X + 5).

Cu relatiile lui Viete avem atunci expresiile coeficientilor polinomului ¢:

ap = Z SiySiy - - - Si, , pentru orice k € {1,2,...,n}.

1< <t << <n



Pentru orice m € {1,2,...,n} si orice functie f € P avem

<T577LO"'OTS2OT51)(f):f+(Z&') f,+( Z Si18i2> f”—i—_”

i=1 1<i;<ia<m

-4 ( Z Si15i2...8ik> f(k)+"‘+(5152---5m)f(m)- (Q(m))

1<41 <9< <ip <m

Afirmatia Q(m) rezulta prin inductie dupa m:

Pentru m = 1 avem T, (f) = f + s1 - f' st Q(1) este adevarata.
Presupunand pentru un m € {1,2,...,n — 1} afirmatia Q(m) adevarata,
avem

(Tsm+1 0T, 0...Ty, 0Ty )(f) = Tsm+1(Tm 0. 0Ty )(f) =

JC{1,2,...,m} \jeJ
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si Q(m + 1) este de asemenea adevarata.
Prin urmare, @(m) este adevarata pentru orice M € {1,2,... n}........ 1p
Din Q(n) avem

(TSno...oTs2oT81)(f) :f+a1 'f/+a/2'f//+"'+a/n'f(n)-
Conform ipotezei, avem atunci ca
(Ty, 00Ty 0 Tyy) (f)(2) = f(x)+ar-f(x)+az- f" () 4+ - Fan- [ (z) > 0

pentru orice x € R.
Aplicand succesiv proprietatea de la a), obtinem ca pentru orice m € {1,2,...,n}

(Ts, 0---0Ts,0Ts,)(f)(x) >0 pentru orice x € R.

5



In particular, obtinem f(z) > 0 pentru orice 2 € R...................... 2p

Problema 4. Fie p un numar prim, p > 3, iar k un numar impar nedivizibil
cup. Fie K un corp finit cu kp+1 elemente si A = {x1, 2, ..., 2}, multimea
elementelor din K* = K \ {0} care nu au ordinul k in grupul multiplicativ
(K*,-). Aratati ca polinomul P(X) = (X + z1)(X +z2) ... (X 4+ 21) are cel
putin p coeficienti egali cu 1.

Solutie.
Deoarece k gi p sunt impare, |K| este par, deci o putere a lui 2, iar carac-
teristica corpului K este 2. Rezulta atunci ca xy, s, ..., 2, sunt radacinile
t
polinomului P. Fie P = ) a; X".
i=0

Grupul multiplicativ (K*, -) este ciclic de ordin kp si fie a € K* un generator
al grupului. Pentru orice s € {1,2,...,kp}, cu (s, kp) = 1 avem atunci

ord(a®) = ord(a) = kp. (1)

In particular, pentru orice i € {1,2, ..., p—1} avem c& (ik+p, k) = (p, k) = 1
si (tk+p,p) = (ik,p) = 1, astfel ca (ik+p, kp) = 1 5i ord(a™**?) = kp. Rezulta
ca

P (a**) =0, pentruoricei € {1,2,...,p—1}.  (2)

......................................................................... 1p
p=l ,
Pentrur € {0,1,...,p—1} consideraim suma A, = > a~"*P(a***P?). Tinand
i=0
cont de (2), rezulta ca A, = P(a?), si cum ord(a”) = k, a” nu este radacina
Alul P gl Ar 0. (3) e 1p
De asemenea,
p—1 p—1 t
Ar _ a—irkp(aik+p> _ a—irk Z ajaikj-l-pj —
i=0 =0 =0

t p—1
_ E :ajapJE :ak(rr)l_
=0 i=0
Deoarece

p—1 o
i [ p .+ daci plm;
1 0 , dacap fm,



obtinem
15*]

t p—1
A, = Z a;a” Y ati = p. Z e aP P,
§=0 i=0 j=0
Cum A, # 0, cel putin unul dintre coeficientii a,, ap+r, @2ptr, - .. este nenul.
Pentru fiecare r € {0,1,...,p — 1} exista cel putin un coeficient nenul de
forma @pjir. ..o 2p

Pentru fiecare divizor d|kp consideram multimea Uy = {x € K*|ord(x) = d}
a elementelor de ordin d din grupul multiplicativ (K*,-) si polinomul

Q4= H(X—i-a;).

zeUy
Fie Ky = {0, 1} subcorpul prim al corpului K i1l =dy < dy < --- < d, = kp
divizorii lui kp. Cum @Q; = X +1 € Ky[X] i
~1

Qdi:<Xdi+1)' H de GKQ[X]’

djld;,d;#d;

rezulta ca toate polinoamele Q4 € K3[X] au toti coeficientii 0 sau 1..... 2p
Dar atunci P = (X*P + 1) - Q;! € K5[X] are toti coeficientii 0 sau 1, dintre
care cel putin p sunt nenuli. Aceasta demonstreaza afirmatia problemei.



