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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Determinati perechile de functii f,g : R — R, derivabile
de ordinul 2, cu derivatele de ordinul 2 continue pe R, avand proprietatea

(f(@) = g(y) - (f' (=) = d'(v) - (f"(x) = g"(y)) =0,
pentru oricare =,y € R.

Solutie. Fie (f,g) o pereche de functii care satisface cerintele din enunt,.
Aratam ca f” este o functie constanta. Presupunem, prin absurd, ca f” este
NECONSLANTA . . ..ottt e e 1p
Atunci, deoarece (f(x) —g(0)) - (f'(x) —g'(0)) - (f"(x) —¢"(0)) =0, Vz € R,
iar f” este continua, exista a € R gi r > 0 astfel incat f”(z) ¢ {0,¢"(0)},
Va € (a—r,a+r). Rezulta (f(x)—g(0))-(f'(z)—¢'(0)) =0, Vz € (a—r,a+r).

Sunt posibile doua cazuri.

Cazul 1. Exista b € (a — r,a + r) astfel ca f'(b) # ¢'(0). Pe baza
continuitatii lui f/, existda s > 0 astfel ca (b —s,b+s) C (a —r,a + 1) si
f'(x) #4d(0), Ve € (b—s,b+s). Rezulta f(z) = ¢(0), Vo € (b—s,b+s),
de unde f"(x) =0, Vo € (b—s,b+ s). Contradictie.

Cazul 2. f'(z) = ¢/(0), Vo € (a —r,a +r). In acest caz, obtinem
f'(x) =0, Vo € (a —r,a+r). Contradictie.

Prin urmare, functia f” este constanta pe R ........... ... .. .. ... .. ... 2p
Fie m € R astfel ca f”(z) =2m, Vz € R. Din (f'(z) — 2mz) =0, Yz € R,
rezulta ca exista n € R astfel ca f'(z) —2mz —n =0, Vo € R.

Din (f(z) — ma? —nz) = 0, Vz € R, rezultd ca exista p € R astfel ca

fl@)y=ma?+nr+p, Ve €R. o 1p
Analog, functia ¢” este constanta pe R, deci exista m/,n’,p’ € R astfel ca
g(x) = m'z* + n'z + p/, Vo € R. Dacd m = m/, identitatea din enunt

este satisfacuta. Daca m # m/, identitatea din enunt nu este satisfacuta
deoarece ecuatia (f(z) — g(z)) - (f'(z) — ¢'(x)) = 0 are cel mult 3 radacini
reale. In concluzie, perechile de functii cu proprietatile din enunt, sunt de
forma f(x) = ma? + nx + psi g(x) = ma? + n'z + p/, pentru oricare = € R.



Problema 2. Fie un numar natural n > 2 si doua numere complexe a
§i b, astfel incat a # 0 si b* # 1, pentru oricare k € {1,2,...,n}. Matricele
A, B € M, (C) verifica relatia BA = al,, + bAB. Aratati ca matricele A si
B sunt inversabile.

Solutia 1. Daca b = 0, atunci BA = al,. Cum a # 0, matricele A si B
sunt inversabile. ... ... .. 1p
Consideram b # 0. Notdm o(X) spectrul matricei X € M, (C).

Fie A € 0(AB). Atunci

det (BA — (bA+ a)l,) = det(bAB — bAl,) = b" det(AB — A\I,,) = 0.

Rezultd ca bA +a € 0(BA) oo 1p
Are loc relatia 0(AB) = 0(BA) ..o 1p
Prin urmare, daca A\ € o(AB), atunci bA+a € 0(AB) ... 1p

Definim functia f: C — C, f(z) = bz +a, Vz € C. Pentru k£ € N*, notam
flll = fofof...0 f. Conform proprietatii anterioare, daca A € o(AB),

k ori

atunci f(\) € 0(AB), Yk € N* (inductie).....................oooooo. 1p
Presupunem 0 € o(AB). Atunci f(0), f12/(0),..., f*1(0) € o(AB).
Cum o(AB) are cel mult n elemente, exista p,q € {1,2,...,n+ 1}, p < g,

bk
astfel ca fI1(0) = fl9(0). Deoarece f¥(z) = b*z +a

R ze€C, ke N,
) P —1 b9 —1 _ . . .
obtinem a 1 a R de unde b97P = 1, in contradictie cu ipoteza.
Prin urmare, 0 ¢ o(AB), deci det(A) - det(B) = det(AB) # 0, Rezulta ca
matricele A si B sunt inversabile............. ... ... 2p

Solutia 2. Daca b = 0, atunci BA = al,. Cum a # 0, matricele A si B
sunt inversabile. ... ... .. 1p
Daca b # 0, fie f(X) = det(X1, — BA) polinomul caracteristic al matricei
BA. Pentru oricare t € C, avem:

F(t) = det(tT, — BA) = det((t — a)I, — bAB) = b" det (t_—“fn - AB) .

b
Matricele AB si BA au acelasi polinom caracteristic.................. ... 1p
Rezulta relatia:
t _
(1) f(t):b”f( b“),wec ....................................... 1p
Definim functia polinomiala g : C — C, g(t) = f <t - ﬁ , VteC



b
Atunci, considerand ¢(t) = t"+a1t" ' +ast" 2 +...4ay,, t € C, obtinem prin
identificarea coeficientilor relatiile: a, = b*ay, pentru orice k € {1,2,...,n}.
Din ipoteza b* # 1, rezultd ar = 0, Vk € {1,2,...,n}. Prin urmare, avem
g(t) =1t", ¥Vt € C. Deducem f(t) = (t+ %) , VteC.oooooool 2p
Conform teoremei Cayley-Hamilton, f(BA) = O,,, deci are loc relatia ma-

t
Din (1) rezulta ecuatia polinomiala functionala g(t) = b"g (—> , Vt e C.

triceala (BA + %In) = O, echivalenta cu (In + ; 1BA)n =0,,.
.......................................................................... 1p
Notam C' = I,, + b ; 1BA. Cum C" = O,,, obtinem
Iy=I,-C"=(I —C)nick— 1_bBA§c’f
o ' k=0 a k=0 .
Rezulta ca matricele A i B sunt inversabile ........... ... ... .. ... ... 1p

Problema 3. Aratati ca, pentru o functie f : R — R, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) f este derivabila, cu derivata continua pe R;

(ii) pentru oricare a € R si oricare doua siruri (z,)p>1 $i (Yn)n>1 con-
vergente la a, astfel incat x, # y,, pentru oricare n € N* girul
Tn) — n
(—f( ) =/ )) este convergent.
Tn = Yn n>1
Solutie.
(i)=(ii). Fie f : R — R o functie derivabila, cu derivata continua pe R.
Consideram a € R. Fie girurile (2,)n>1 §1 (Yn)n>1, convergente la a, astfel
incat x, # y,, Vn € N*. Conform Teoremei lui Lagrange, exista un punct
f(@n) = fyn)
?:f,(azn). .......]_p
Prin criteriul clestelui, deducem ca sirul (a,),>; converge la a. Atunci, pe

baza continuitatii lui f’, obtinem lim Flan) = Flyn) = lim f'(a,) = f'(a),
n—oo

n—00 Tn — Yn
f(xn) = fyn)
Tn — Yn

a, € (min{z,, y,}, max{x,,y,}) astfel ca

deci sirul ( ) este convergent....................... . 1p
n>1

3



(ii))=(@1). Fie f : R — R o functie cu proprietatea (ii). Pentru a € R,

existi £, = lim 1@F1/M = f(@)
n—o0 1/n

$1 (yn)n>1 convergente la a, astfel incat =, # y,, pentru oricare n € N*.

Definim girurile (2,,)n>1 $i (tn)n>1 Prin 2op—1 = Tp, 2on = a+1/n, to_1 = yy

si to, = a, pentru n € N*. Avem lim z, = hm t, = a si z, # t,, pentru

S E ) © F(t)

€ R. Consideram doua siruri (z,)n>1

oricare n € N*. Conform ipotezei, sirul (

f(wn) — f(yn)

) este convergent.
n>1

fla+1/n) — f(a)

Deducem lim = lim =/, In particular,
n—00 — Yn n—00 1/TL
pentru oricare gir (xn)n>1 cu proprietatile hm T, =asix, #a Vn € N,
xn) — fla _ x)— f(a )
avem lim M = {,. Rezulta lim M = {,. Prin urmare,
n—oo T, —a T—a T — Q
functia f este derivabila pe R, cu f'(a) =4, Va e R ................... 2p

Presupunem, prin absurd, ca f’ este discontinua intr-un punct a € R.
Atunci exista € > 0 si un sir (a,),>1 convergent la a, cu a, # a, Vn € N,
astfel ncat |f'(a) — f'(a,)| > €, Vn € N*. Cum f este derivabila in a,,

putem alege z,, € (ay,a, + 1/n) astfel incat |f'(a,) — J(&n) = Jlan) < %
Tp — Gp

Sirul (x,),>1 converge la a (criteriul clegtelui), =, # a,, Vn € N* dar

f(xn)_f( ) f(xn)_.f(an) €
/ _ g\ ST o ! _Jg\nyg SN e
fla) - FELZTSN 5 1 pa) = pan)] = |y - B 2
pentru oricare n € N*, in contradictie cu lim w = f'(a).
n—oo n — n
In concluzie, f/ este continud pe R ........oooiiiine i, 3p

Problema 4. Fie A, B € M,,(C) astfel incat A+ B = AB + BA.
Aratati ca:
a) daca n este impar, atunci det(AB — BA) = 0;
b) daca tr(A) # tr(B), atunci det(AB — BA) = 0.

Solutie.

a) Definim matricele C = 2A — I, si D = 2B — I,,. Pe baza ipotezei,
obtinem CD — I, = —(DC —1,) =2(AB—BA)......................... 2p
Cum n este impar, avem det(CD — I,) = —det(DC' —I,) ............... 1p

Din proprietatea cunoscutd det(XY —1I,,) = det(Y X —1,), V X, Y € M, (C),
rezulta det(C'D — I,,) = — det(C'D — I,), de unde obtinem det(C'D —I,,) = 0.
Prin urmare, det(AB — BA) = 0. oot 1p



b) Notam E = AB — BA. Presupunem, prin absurd, det(£) # 0. Avem

AE+FEA = A’B—BA* = A(A+B—BA)—(A+B—AB)A= AB-BA=E.

Cum FE este presupusa inversabila, obtinem E~'AFE + A = I,. Atunci, pe
baza proprietatii tr(E~'AFE) = tr(A), rezultd tr(A) = g Cum relatia din

enunt este simetrica, avem de asemenea tr(B) = n Astfel, tr(A) = tr(B),
in contradictie cu ipoteza b). Rezulta det(AB — BA) =0................ 2p



