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CLASA a X-a — solutii si bareme

Problema 1. Se considera un triunghi ABC si un punct M in planul
sau diferit de A, B si C'. Notam cu N, P si ) simetricele punctului M fata
de laturile AB, BC, respectiv AC.

a) Demonstrati ca punctele N, P si () sunt coliniare daca si numai daca
punctul M apartine cercului circumscris triunghiului ABC.

b) Daca punctul M nu apartine cercului circumscris triunghiului ABC' iar
triunghiurile ABC' i N P() au acelagi centru de greutate, aratati ca triunghiul
ABC este echilateral.

Solutie. Raportam planul la un un reper cartezian si notam cu litera mica
afixul unui punct notat, corespunzator, cu litera mare.

s—a
Mijlocul S al segmentului M N apartine dreptei AB, prin urmare 2 €
—a
n—m _ .
R. Dreptele M N si AB sunt perpendiculare, agsadar 2 € R.
—a
Presupunem, fara a restrange generalitatea, ca originea reperului este in
centrul cercului circumscris triunghiului, iar |a| = |b] = |¢|] = 1. Atunci
1 - 1 1
a=—-,b=—-,c=-gi, cum s = , avem:
a b c
sS—a s—a S—a
eER& = = sn+m=2a+b)—ab(m+m),
b—a b—a b-—a
respectiv
n—m n—m n—m
ciR& =—= Sn—m=ab(m—m).
b—a b—a b—a

Adunand cele doua relatii, rezulta ca n = a + b — abm. Analog se arata
cap=b+c—bom,larg=cHa—cam. ...........c. i, 3p
a) Punctele N, P si @ sunt coliniare daca gi numai daca

AN (a—c)(1—bm) _ (6—?) (1—bm) -

n—op n—p _
ceRe = (a—b)(L—cm) (a—1b)(1—em)

q—7p q—7p

| 3
3

l—-bm bl—bm 1—bm b—m )
— = & — = & c—b=|m|"(c—b) & |m| =1,
1—cm cl—om 1—cm c—m




deci daca si numai daca punctul M apartine cercului circumscris triunghiului
ABC . 2p
b) Cum triunghiurile ABC' si N PQ au acelasi centru de greutate, inseamna
,a+b+c n+p+gq

ca 3 = 3 Sa+b+c=m(ab+bc+ca) & a+b+c=
mabe (@+b+7¢) .
Trecand la module, deducem ca |a+b+c| = |m| - |a+ b+ c|. Punctul

M nu este situat pe cercul circumscris triunghiului, prin urmare |m| # 1;
rezulta ca |a + b+ c| = 0. Atunci centrul de greutate al triunghiului ABC
coincide cu centrul cercului circumscris acestuia, deci triunghiul ABC' este
echilateral. ... .. .. 2p

Problema 2. Fie n un numar natural nenul dat. Pentru o multime
finita de puncte din plan M, spunem ca punctele distincte A, B € M sunt
conectate daca dreapta AB contine exact n + 1 puncte din M.

Determinati valoarea minima a numarului natural nenul m pentru care
exista o multime M de m puncte din plan cu proprietatea ca orice punct
A € M este conectat cu exact 2n alte puncte din M.

Solutia 1.

Fie M = {A;, Ay, ...., A} o multime de m puncte cu proprietatea din
enunt si A; € M. Cum A; este conectat cu alte puncte, exista o dreapta d
care contine exact alte n puncte As, ..., A, 11 din multimea M. Cum fiecare
din punctele A;, As,...A, 1 este deja conectat cu n puncte diferite de el,
deducem ca prin fiecare A; mai trece exact o dreapta d; care contine celelalte
2n —n = n puncte din M conectate cu A;. ........ ... 2p

Astfel, dy contine n + 1 puncte din M, d; contine n puncte noi din M
(celelalte in afara de A;), dy contine cel putin alte n — 1 puncte din M
(celelalte in afara de A, gi, eventual, intersectia lui dy cu dy) ete. In general,
dreapta dj contine cel putin alte n + 1 — k puncte din M (celelalte in afara

de Ay si, eventual, intersectiile lui dy, cu dy, da, ..., dx_1).

1 2
Agadaurmz(n—}—l)%—n—i—(n—1)—|—...—|—2—|—1:(njL )2(n+ ). 3p

1
Pentru a arata ca 5(71 + 1)(n 4 2) este minimul cautat, consideram o

configuratie de n + 2 drepte in pozitie generala (adica oricare doua se in-
tersecteaza si nu existd trei drepte concurente) si M multimea celor C2_,
puncte de intersectie a acestora. Fiecare dreapta va contine atunci cate n+1



puncte din M si, cum fiecare punct din M va fi situat pe doua dintre aceste
drepte, el va fi conectat cu exact 2+ (n+1—1) = 2n puncte. ........... 2p
Solutia 2.
Fie M = {A;, Ay, ...., A;,} o multime de m puncte cu proprietatea din
enunt, Dyy = {44 |1<i<j<m}siD={a€Dy||lanM|=n+1}.
Notam cu d = |D| si cu I ={d; Ndy | dy,dy € D,dy # ds}.
Daca punctele A, B € M sunt conectate, atunci A este conectat cu oricare
din celelalte n puncte din M\ {A} care se afla pe dreapta AB. Deoarece orice
punct A € M este conectat cu exact 2n alte puncte din M, atunci A se afla

d 1
la intersectia a exact doua drepte din D, si astfel m = M ........ 2p
Deducem ca M C [ gi numarul punctelor din I este cel mult egal cu
dd—1
numarul de perechi de cate doud drepte din D, deci |I| < C? = % =
1 2m(2m —n—1)
2 (n+1)2
2m —n — 1 1
Rezulta cam < |I| < m(2m = n ),de unde m > —(n+ 1)(n + 2).
(n+1)2 2
..................................................................... 3p

1
Pentru a arata ca §(n + 1)(n 4 2) este minimul cautat, consideram o

configuratie de n + 2 drepte in pozitie generala (adica oricare doua se in-
tersecteaza si nu existd trei drepte concurente) si M multimea celor C2_,
puncte de intersectie a acestora. Fiecare dreapta va contine atunci cate n+1
puncte din M si, cum fiecare punct din M va fi situat pe doua dintre aceste
drepte, el va fi conectat cu exact 2+ (n+1—1) = 2n puncte. ........... 2p

Problema 3. Pentru un numar natural nenul k, consideram functia
gk L — L, gr(z) = 2",
Determinati multimea M) a numerelor naturale nenule n cu proprietatea

ca exista functii injective fi, fo, ..., fu : Z — Z astfel incat g, = f1- fo-...- fn.

Solutie. Observam mai intai cd ¥ =g -2 - ... - 2, deci k € M,
—

de k ori x

Fie n € My, adica exista functii injective fi, fo, ..., fn : Z — Z astfel incat,
pentru orice x € Z, avem gx(x) = fi(x) - fo(z) - ... - fu(z), (1). Luand = = 1,
apoi = —1 in relatia (1), obtinem 1 = fi(1)- fo(1)-...- fu(1), (2), respectiv
(—=1)* = fi(=1)-fo(=1)-...- fu(—=1), (3). Deoarece f;(1) si fi(—1) sunt numere
intregi, iar functiile f; sunt injective, rezulta ca {f;(1), f;(—=1)} = {1,-1}
pentr orice @ = 1,70,(4). oottt 2p

3



Din (1), pentru z = 2, obtinem 28 = | f1(2)| - |f2(2)] - ... - | fu(2)]. Folosind
injectivitatea si (4) deducem |f;(2)| > 2 pentru orice i = 1,n. Astfel, 28 =
1f1(2)] - [f2(2)] - ... - [ fu(2)] > 27, deci k > n. Asadar M, C {1,2,...,k}.

Din (4) si inmultirea egalitatilor (2) si (3) deducem (—1)¥ = (—1)", deci
n i k au aceeasi paritate, adica My, C {k,k — 2,k —4,..} C N*.

..................................................................... 3p

Vom arata ca toate valorile de forma n = k£ — 2t convin. Pentru aceasta,

observam ca zF = g-x-...x 2%l deci fi(x) = x pentru orice i =
<

de k—2t—1 ori =
I,n—1, fu(x) = 2% sunt injective si 2" = fi(z) - fo(z) - ... famr@) - fu(2).
In concluzie k — 2t € M, pentru orice t € N cu 2t < k, deci multimea
k—1

cautata este My = {k,k—2, k—4,.. k—2- {T} oo 2p

Problema 4. Determinati numerele complexe z si w care au proprietatea

v

ca
|22n+znwn+w2n‘ :22n+2n+1’

oricare ar fi numarul natural nenul n.

Solutie. Trecand la modul in ambii membri ai identitatii

(2% + 2w + w?) (22 — 2w + w?) = 2" + 220 + w!

21
§i tinand cont de ipoteza problemei, obtinem c& |22 — 2w + w?| = - = 3.
Analog, trecand la modul in ambii membri ai identitatii
(z* + 22w +w') (2 = P+ w?) =28 + 2wt +u®
273

si tinand cont de ipoteza problemei, obtinem ci [z* — 22w? + w?t| =
13.
Trecand la modul in ambii membri ai identitatii

21

1 1
3 (2% + 2w + w2)2+§ (22 — 2w + w2)2—|—(z4 — 2w’ +w') =2 (2 + 2w’ + )
aplicand inegalitatea modulului si tinand seama de cele de mai sus, obtinem
1 1
cé§-49+§-9+1322-21. .......................................... 3p



Observam ca se realizeaza egalitatea, prin urmare exista un numar real ¢
A 2 ~ C .
astfel incat (22 + zw + w?)? = t? (22 — 2w + w?)”. Trecand la module, gasim

t= j:g, prin urmare 3 (22 + zw + w?) = £7 (2% — 2w + w?).

7
Pentru ¢t = 3 gisim 222 — 5zw + 2w? = 0 & (22 — w) (z — 2w) = 0.

Deducem cd w = 2z sau z = 2w. Inlocuind in |2 + 2w +w?| = 7, in
primul caz obtinem ca |z| = 1, iar in cel de-al doilea ca |w| = 1.

In cazul ¢ = —3 gasim 522 — 22w + 5w? = 0 & (pz —w) (z — pw) = 0,

1+ 2V6i
unde p = —1—7\/_2’ 5p° —2p+5=0, |p| =1.
Deducem ¢ w = ¢z sau z = @w. Inlocuind in |22 4+ 2w+ w?| = 7, in

primul caz obtinem ci |z| = v/5, iar in cel de-al doilea ca |w| = /5.
Niciuna din aceste variante nu convine deoarece se contrazice egalitatea
|24 — 22w? + wt| = 13.

..................................................................... 3p
Se verifica ugor ca toate perechile de forma (z,2z) si (22, 2), unde z este
un numar complex de modul 1, au proprietatea din enunt. ............. 1p



