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CLASA a IX-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie N > 1 un numar natural. Pe o tabla sunt scrise initial
doua zerouri, unul cu rosu si unul cu albastru. Definim urmatorul procedeu:
la fiecare pas, se alege un numar natural £ (nu neaparat distinct fata de
valorile alese anterior) si, daca x este numarul scris cu albastru si y este cel
scris cu rosu, le vom inlocui cu o + &k + 1 si, respectiv cu y + k% + 2, apoi
colordm x + k + 1 cu albastru si y + k* + 2 cu rosu. Acest procedeu continua
pana cand numarul albastru este cel putin N. Determinati valoarea minima
pe care o poate avea numarul rosu la finalul procedeului.

Solutie.

Fie M, mutarea care mareste numarul albastru cu £+ 1 si numarul rosu
cu k% + 2. Demonstram ca mutarea M, k > 2, se poate inlocui cu mutéri
My si M, astfel incat numarul albastru sa creasca tot cu k + 1, dar numarul
rosu sa creasca cu mai putin de k2 + 2.

Pentru cazul k£ = 2p+ 1, observam ca M}, se poate inlocui cu p+ 1 mutari
M;. Mutarea M}, va creste numarul albastru cu 2p + 2, iar numarul rosu cu
(2p+1)2+2, in timp ce p+ 1 mutari M; vor creste numarul albastru tot cu
2p + 2, dar numarul rogu va creste doar cu 3(p +1). Cum (2p + 1) +2 >
3(p+ 1), pentru orice p > 1, atunci mutarea My, se poate inlocui cu p+ 1
mutari M.

Pentru cazul k = 2p, avem ca mutarea M, se poate inlocui cu p mutari
M si o mutare M,. In felul acesta, mutarea M, va creste numarul albastru
cu 2p + 1, dar numarul rogu va cregte cu (2p)? + 2. Pe de alta parte, folosind
p mutari M; si o mutare My, numarul albastru creste tot cu 2p + 1, dar
numarul rogu cregte cu 3p + 2. Deoarece 3p + 2 < (2p)? + 2, pentru orice
p > 1, atunci mutarea My, se poate inlocui cu p mutari M; si o mutare M.

............................................................... 3puncte

In plus, observam ca doua mutari M, se pot inlocui cu o mutare M, iar
numarul rogu va creste doar cu 3, in loc sa creasca cu 4.

................................................................ 1punct

Asadar, strategiile de inlocuire de mai sus sunt optime pentru a minimiza

3N

numdrul rogu. Dacd N este par, atunci numarul rogu este cel putin =7,




iar daca NN este impar, atunci numarul rosu este cel putin 3 [ } + 2. Deci,

valoarea minima a numarului rogu este N + [N ;r 1] e 2puncte

Problema 2. Fie triunghiul ABC ascutitunghic, inscris in cercul de
centru O &i raza R, cu ortocentrul in punctul H. Fie A; un punct pe latura
BC a triunghiului, astfel incat H A;+A;0=R. In mod analog consideram By,
C, pe laturile AC, respectiv AB. Daci are loc relatia AA] + BB; + CC1=0,
aratati ca triunghiul ABC' este echilateral.

Solutie.

Fie H4 simetricul lui H fata de BC'. Acest punct se afla pe cercul cir-
cumscris triunghiului ABC. Atunci AiH4 = A1H, de unde A0 + A1H4 =
R = OH,, adica A; este intersectia lui OH4 cu BC, deci este unicul punct
de pe BC cu proprietatea data. ............. ... ...l 1punct

Demonstram ca /BHA, = /B si ZCHA, = ZC. Presupunem ca /B <
/C'. Fie Ap punctul diametral opus al punctului A. De aici avem succesiv:

/BHA, = /BHH, — /A HH, = /C — ZOH4A =
= /C— LApAH, = /C — (LA— /BAAy — ZH4AC) =
= /C — (LA—(90° — Z/C) — ZBCAp) =
= /C — (LA = (90° — ZC) — (90° — £C)) = /B.

.................................................................. 2puncte
De aici obtinem ca ZCHA,; = ZC. Apoi avem:

BA, Apma, _ BH-HA;- sin(Z/BHA,) _ 2RcosBsinB sin(2B)
CA,  Acma, CH-HA, sin(ZCHA,) 2RcosCsinC  sin(20)’

................................................................... 1punct
In mod similar deducem rapoartele igl si ggl, de unde rezulta ca AA;,
BB; si CC; sunt concurente. Dar, cum AA1 + BB’1 + C’Cl = 0, avem c&
AAy, BBy st CCy sunt mediane. ..., 2puncte
De aici sin(2A) = sin(2B) = sin(2C'), iar cum triunghiul este ascutitunghic,
avem /A = /B = /C, adica triunghiul ABC este echilateral. ....1punct

Problema 3. Fie n € N, n > 2. Se considera ecuatia:

{z} + {22} + -+ {nz} = [x] + [22] + - - - + [2nz].



a) Rezolvati in R ecuatia pentru n = 2.
b) Demonstrati ca ecuatia are maxim doua solutii reale, oricare ar fi n > 2.

Solutie. Deoarece {kx} € [0,1), obtinem ca si membru drept este nene-
gativ, deci @ > 0. . 1punct
a) Pentru n = 2 ecuatia din enunt, devine:

{z} + {2z} = [x] + [22] + [3z] + [42] € [0,2) NZ = {0, 1}.

Daca {z} + {2z} = 0, obtinem {z} = {22} = 0, adica x € Z, de unde
avem 10z = 0, adica x = 0, care verifica ecuatia data.

Daca {z} + {22} = 1, deoarece [z] < [2z] < [3z] < [42], obtinem ca
[z] = [22] = [32] = 0i [42] = 1, adicd 3z < 1 < 4z, de unde avem z € [}, 5).

103
Dar, din [z] = [22] = 0 i {z} + {22} = 1, obtinem ca z + 2z = 1, adica
T = % ¢ [}1, %) Agadar, pentru n = 2 unica solutie este x = 0. ... 2puncte

b) Analog cu rationamentul de la a), avem {x}+---+{nz} € [0,n)NZ si
[z] < [22] < --- < [2nz]. Daca [nx] > 1, atunci membrul drept ar fi > n+1,
ceea ce este o contraditie. Asadar, [x] = --- = [nz] = 0, deci ecuatia din
enunt devine:

r4+2x+--+nrx=[n+1a]+- -+ 2n2] =k e {0,1,...,n—1}.

De aici obtinem ca eventualele solutii sunt de forma x = PTCESVE

{0,1,...,n— 1}. Pentru k = 0 avem solutia x = 0 pentru orice n > 2.
Pentru k£ > 0, din nz < 1, obtinem ca 2nx < 2, deci avem [2nx] =

(2n—1)z]=---=[2n—k+ D] =151 [2n—k)z]=---=[(n+ 1)z] =0,

ceea ce implica

2k 2k
—— <1< (2n—-k+1)——
n(n+1)< < (2n —k+ )n(n—i—l)’

n(n —1) 1 2n? +2n+1
e - kT Y i el
n 5 _n—|—2 1
iar cumn—\/@— (n—{—%—\/%) < 1, avem cel mult inca o

valoare posibila a lui k, adica cel mult inca o solutie. ............ 2puncte

(2n — k)

adica:



Problema 4. Fie m € N, m > 2 un numar natural fixat si (a,)n,>1 un
sir de numere reale nenegative astfel incat a,1 < an, — amp, (V) n > 1.
n

a) Demonstrati ca sirul (b,),>1 cu b, = Z ay este marginit superior.
k=1

n
b) Demonstrati ca sirul (c,)n>1 cu ¢, = E k*a;, este marginit superior.
k=1

Solutie.
a) Observam ca (by,),>1 este crescator. De asemenea, sirul (a,),>1 este
descrescator, deoarece 0 < a,,, < @, — Gpy1. In plus:

n
5 A < A1 — Apgq < aq.
k=1

De asemenea, folosind monotonia lui (a,),>1 §i (bn)n>1, avem:
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deci girul (b,),>1 este marginit superior. ........................ 2 puncte
n
b) Demonstram mai intai ca sirul d,, = E kaj este marginit superior.

k=1
Evident, sirul (d,),>1 este crescator. Mai intai avem:

3
3
3

> kg <Y klag — agar) = a1 + Y (k= (k= 1))ar — nan < by,



n
deci girul (Z kamk> este marginit superior. Pe de alta parte, avem:
k=1 n>1
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<mby, + dpy—1 + (M — 1) m(k + 1ay, <

HM

< mb, + dpy—1 +m(m — 1)(bn,1 +ay),

adica sirul (d,,)n>1 este marginit superior. ........................ 2puncte
Din nou, sirul (¢,),>1 este crescator. In mod similar, avem:

Z Eame < Z E*(ap — apy1) = ay + Z(k2 — (k—1)%)ay — n*a,41 <
k=1 k=1 k=2

<a;+ 221{:% < 2d,,

k=2

n
adica sirul < g k’Qamk> este marginit superior. Apoi din nou avem:
n>1

k=1
n m—1n—1
Cn < Conm = M2 Z k% pps + o1 + (mk + j)2amre; <
k=1 j=1 k=1
n—1 n—1 n—1
< 2m?d, + ¢y +m*(m — 1) (Z k2a, + 2 Z ka,. + Z amk> ,
k=1 k=1 k=1

care este o suma finita de giruri marginite superior, deci (¢, ),>1 este marginit
S0 03 1) P 2puncte



