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CLASA a VII-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie r un numar rational pozitiv, astfel incat numerele r si \/r +1 sa aiba
aceeasi parte fractionara. Aratati ca numarul r este intreg.

Solutie. Ipoteza spune ca /r+1—r =a,cuanumdr intreg............................ 2p

Obtinem r+ 1 =72+ 2ra+a%. ... .. 2p

Fier:m,cum,nEN* S (m,m) = 1o 1p
n

Atunci mn + n? = m? + 2mna + a’n?, deci m? = n(m +n — 2ma — a®n). Rezulti ci m? se
divide cu n, ceea ce nu se poate decat dacan =1. Releser=m eN....................... 2p

Problema 2. Consideram numerele reale strict pozitive m, n, a, b, c astfel incat m > n si
|ma —nb| < ¢(m —n), |mb—nc| <a(lm—n), |mc—na|l<blm—n).

Demonstrati ca a =b = c.

Solutie. Prin adunarea relatiilor date rezulta |ma —nb|+ |mb—nc|+ |mec—na| < (m—n)(a+
b+c) =|(m—n)(a+b+c)| = |(ma—nb)+ (mb—nc)+ (mc—na)|. Deducem c& printre numerele
T =ma —nb, y = mb — nc si z = mc — na nu exista doua cu semne opuse, iar inegalitatile din
ipoteza sunt egalitalbl ... .. ..o . 3p

Daca z < 0, y < 0, z < 0, atunci ma < nb, mb < nec, me < na. Prin inmultire obtinem
m3abc < n3abe, de unde m3 < n3 — imposibil. ... ... .. 1p

Daca z > 0, y > 0, z > 0, atunci ma — nb = ¢(m — n) si analoagele, deci

m(a—c) =n(b—c), m(b—a)=n(c—a), m(c—>b) =n(a—0>) (*).

Daca toate parantezele din (*) au valori nenule, atunci a —csib—c,b—asic—a, c—bsi
a — b au acelasi semn, In contradictie cu (a — ¢)(b—a)(c —b) = —(b—¢)(c — a)(a — b). Rezulta
c& mécar una este nula, de exemplu, a —c=0. Atuncib—c=0,deundea=b=c........ 3p

Alta solutie. Avem ma — nb < |ma — nb| < ¢(m — n) si analoagele. Prin adunare rezulta ca
(m—n)(a+b+c) < |ma—nb|+ |mb—nc|+|mc—nal < (m—n)(a+b+c), deci avem egalitate
PESEE B0t .ot 3p

Atunci avem (ma — nb)? = (mec — nc)? si analoagele. Prin adunarea acestor relatii rezulta,
in urma efectudrii calculelor, 2mn(a? + b? + ¢ — ab — bc — ca) = 0, adicad mn|[(a —b)?> + (b—c)? +
(= a)2] =0, de Unde @ = b = C..oorrre et ettt 4p

Problema 3. Fie ABC un triunghi drepunghic isoscel, O mijlocul ipotenuzei BC', E mijlocul
segmentului CO, M mijlocul segmentului AC' si D mijlocul segmentului AM. Fie F intersectia
dreptelor OD si AE.

a) Aratati ca MF 1 OD.

b) Aratati ca FC = OC.

Solutie. a) Varianta 1. Deoarece ME L OC, avem de aratat

ca patrulaterul M EOF este inscriptibil, (1)............... 1p
Cum ME || AO, deci <M EF = <OAEFE, raméane de aratat ca
SMOD = SOAE . ..o 1p
Aceasta ultima egalitate rezulta din AMOD ~ AOAE:
DM FEO 1
DMO =<FE = 90° si =—==, (2)...........
< O =<FOA=90 50" 04" 3 (2) 2p
Varianta 2. Din teorema lui Menelaus in ACDO taiat de
. DF AD 1
transversala A — F — E rezultda —— e 1p

FO  AC 1



av/5

Fie AB = 4a. In AMDO avem MD = a, MO = 2a, deci DO = a 5si DF = 3 1p
Rezultd cid DO - DF = M D? i, din reciproca teoremei catetei, rezultda MF | DO...... 2p
CA OA

Varianta 3. ACAE ~ AAOD, deoarece SACE = <OAD = 45°, CE — 2V2 = 1D
Atunci SAOD = FCAE = D AF ..o e 2p
Atunci ADAF ~ ADOA (U.U.) si deci MD? = DA? = DF - DO. Din reciproca teoremei
catetei rezulta concluzia . ... ... ... e 2p
b) Varianta 1. Fie G, R mijloacele segmentelor AB, respectiv MO. Cum CMGO este
paralelogram, R este mijlocul Iui C'G ... ... 1p

Cum patrulaterul EM FO este inscriptibil, rezulta < EFO = SEMO = 45° = <OBA, deci
patrulaterul ABOF este inscriptibil, centrul cercului circumscris fiind G. Atunci GF = GO
(raze), RF = RO (RF este mediana in triunghiul dreptunghic FOM), deci RG este mediatoarea

lui [OF]. Cum C € RG, avem CF = CO ......oiii e 2p
Varianta 2. Fie G mijlocul segmentului AB. Analog cu (2), AMOD ~ AACG, deci
JSACG + <CDO =<<MOD +<xCDO =90°, deunde CG L OD ..................oii.. 1p
: . . ..., OH 0G 2 . OH 2
Fie H = CGNOD. Atunci OG || CD implica TD - D~ 3 deci oD = 5.OP62 de
M
altd parte, in triunghiul dreptunghic MOD avem OM = 2M D, OD = M D+\/5, OF = oD -~
4 F 4
ﬁMD, deci O— = —. Rezulta ca H este mijlocul segmentului OF', deci C'H este Inaltime si
mediand in ACOF, de unde concluzia . ........ ... e 2p

Problema 4. Consideram triunghiul ABC dreptunghic in A si inaltimea sa AD, D € BC.
Pe semidreapta [AD luam punctele E si H astfel incat AE = AC si AH = AB. Consideram
patratele AEFG si AHJI care contin in interiorul lor punctele C, respectiv B. Dreptele EG si
AC se intersecteaza in K, IH si ABin L, IL si GK in N, iar IB si GC in M. Demonstrati ca:

a) LK || BC;

b) punctele A, N si M sunt coliniare.

Solutie. a) Avem ANAGK ~ AAHL, (1), deoarece
JAGK = YAHL = 45° si ¥GAK = 90° — <CAD =

. AK AG )
JXHAL. Rezulta ﬂA;( @L Cum AG = AE = AC si
AH = AB, deducem aC — AR’ deci LK || BC........ 3p

b) Varianta 1. Din (1) rezulta ca SAKG = <ALH,
deci patrulaterul ALN K este inscriptibil. Reiese < NAK =
INLK = <NIG = 45°, ceea ce aratda ca AN este bisec-
toarea SLBAC .. ... 2p

Bisectoarea unghiului ABC este paralela cu bisectoarea
unghiului BAI, care este si Inaltime in ABAI. Rezulta ca BM este bisectoarea exterioara
din B a triunghiului ABC’; analog, C'M este bisectoarea exterioara din C' a triunghiului ABC.
Rezulta ca M este centrul cercului A—exinscris in triunghiul ABC, deci M se aflda pe AN ..2p

Varianta 2. Fie O intersectia dreptelor KL si AN. Avem A,G,I coliniare, DA 1 GI si

. . OK AG AG AK
DA 1 BC, deci GI || BC || KL. Rezulta OL - A — AH — AL
teoremei bisectoarei, [AO este bisectoarea unghiului LAK ..., 2p
: . . . . CP AG AC ) .

Fie P intersectia dreptelor AM si BC. Atunci PE - Al — AB’ deci AP este bisectoarea,
unghiului BAC'. Rezulta ca M si N se afla pe bisectoarea unghiului BAC, ceea ce arata ca A,
M, N sunt COLMIATE . .. ..ottt e e 2p

; conform reciprocei



