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CLASA a V-a — solutii si bareme

Problema 1. Un numar natural nenul, mai mic sau egal cu 2025, se
numeste interesant daca este patrat perfect si fantastic daca restul impartirii
acelui numar la 45 este 0.

a) Determinati numarul numerelor care sunt interesante.

b) Determinati numarul numerelor care sunt si interesante si fantastice.

¢) Determinati numarul numerelor naturale, cel mult egale cu 2025, care
nu sunt nici interesante si nici fantastice.

Solutie. a) Din 452 = 2025, rezultd cd numerele interesante sunt 1%, 22,

3%, ..., 452 deci sunt 45 de numere interesante ........................ 2p
b) Numerele fantastice sunt 1-45,2-45,3-45,...,45 45, deci sunt 45
numere fantastice ......... .. 1p

Din 45 = 5 - 32, rezultd ca numerele fantastice care sunt si interesante
sunt 5-45 = 152, 22545 = 30% si 32 - 5- 45 = 452, deci sunt 3 numere care
sunt si interesante si fantastice ........ ... ... L 2p

¢) Numarul numerelor care sunt interesante sau fantastice este 45 + 45 —
3 = 87, deci numarul numerelor naturale cel mult egale cu 2025, care nu sunt
nici interesante si nici fantastice, este 2026 — 87 =1939 ................ 2p

Problema 2. Alexia are mai multe bile, iar prietena ei Cristina nu are
nicio bild. In fiecare zi a unei saptamani, incepand cu ziua de luni, Alexia
diruieste Cristinei cteva dintre bile. In fiecare zi, Alexia diruieste mai multe
bile decat in ziua precedenta.

Alexia a daruit luni de cinci ori mai putine bile decat vineri, marti a
daruit de sase ori mai putine bile decat sambata, iar miercuri a daruit de
sapte ori mai putine bile decat duminica.

Duminica, la sfarsitul saptamanii, Cristina are 72 de bile.

Determinati cate bile a daruit Alexia joi prietenei sale.

Solutie. Notam aq, as, . ..,a7; numarul de bile daruite de Alexia de luni
pana duminica, unde 1 < a1 < az < ag < ag < as < ag < ay si a; +as+asz+
a4+a5+a6+a7:72.

Din datele problemei, rezulta ca as = 5aq, ag = 6as, ay = Tag, deci
6&1 + 7&2 + 8(13 + a4 = 72, (1) ......................................... ]_p



Daca a; > 3, atunci 6a; + Tas + 8as +a4 > 6-34+7-44+8-5+6 =92,
contradictie cu (1). Asadar, a; =1saua; =2 .....oooiiiiiiiiiiiiin.., 2p

Daca a; = 1, atunci a5 = b, iardina; = 1 < ay < a3 < ag < a5 =5
deducem ca ay = 2, a3 = 3 si ay = 4, deci 6a; + Tay + 8az + a4 = 48,
contradictie cu (1). Asadar, a3 =2 ... . i 2p

Cum as = ba; = 10, rezulta ca 2 = a1 < as < a3z < aq4 < as = 10. In
plus, din (1) obtinem 7as + 8as + a4 = 60, (2).

Daca ay > 4, atunci 7as +8az +a4 > 7-4+4 8 -5+ 6 = 74, contradictie
cu (1), deci ay < 3. Cum ag > ay =2, rezulta cd as =3. ............... 1p

Din (2) obtinem 8az + a4 = 39, deci 8az < 39, de unde rezulta ca a3 < 4.
Dar az > ay = 3, deci a3 = 4, iar din 8ag + a4 = 39 rezulta ca ay = 7, care
verifica relatia ay < 10. Asadar, joi, Alexia a daruit Cristinei 7 bile ..... 1p
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Problema 3. Determinati numerele prime a,b,c,d, cu a < b si c
care verifica simultan conditiile:

(Ha+b=c+d+1;

(2) a® +b* + * + d* = 3543.

Solutie. Intrucat ¢ + d si a + b sunt numere naturale consecutive, suma
lor, a4+ b+ c+d, este numar impar. Rezulta ca fie exact trei dintre numerele
a,b,c,d sunt pare, deci, fiind prime, sunt egale cu 2, fie exact unul dintre
a, b, c,d este par, egal cu 2.

Daca trei dintre numerele a, b, ¢, d sunt egale cu 2, din relatia (2) rezulta
ca patratul celui de-al patrulea numar este 3531, fals, deoarece 3531 nu este
patrat perfect. Ca urmare, exact unul dintre numerele a, b, ¢, d este egal cu
2;iardina <bsic<d,rezultacafiea=2,flec=2. ................. 2p

Renotand cu x, y, z cele trei numere diferite de 2 dintre a, b, ¢ si d, din
relatia (2) rezulta cd z? + y? + 2% = 3539.

Deoarece un patrat perfect are forma Mj sau M3 + 1, iar 3539 = M3 + 2,
unul dintre numerele 22, y2, 22 este multiplu de 3, iar celelalte dous au forma
M3+1. Asadar, unul dintre numerele x, y, z este multiplu de 3, iar cum z, y, 2
sunt prime, rezulta ca unul dintre aceste numere este egal cu 3. ........ 2p

Presupunand, de exemplu, ci z = 3, obtinem z? + y? = 3530.

Daca z < 41 si y < 41, atunci 22 +9? < 2-41% = 3362 < 3530, nu convine.
Deci cel putin unul dintre ele este mai mare sau egal cu 43, fie acesta x.

Daca x > 61, atunci 22 + y? > 612 = 3721 > 3530, deci 43 < x < 59.
Asadar, z poate fi doar 43, 47, 53 sau 59. ... 2p



Analizand cele patru variante, pentru x = 47 si * = 53 nu obtinem
solutii, pentru x = 43 obtinem y = 41, iar pentru x = 59 obtinem y = 7, deci
numerele a, b, ¢, d pot fi 2, 3, 41, 43 sau 2, 3, 7, 59 (nu neaparat in aceasta
ordine).

Avand in vedere relatia (1), deducem ca problema are o singura solutie:
a=2,b=43,c=3,d =41 .. ... 1p

Solutia 2. Ca la solutia 1, se arata ca unul dintre numerele a si c este
egal cu 2, iar celelalte numere sunt mai mari sau egalecu 3 ............ 2p

Cazul I: a = 2. Din relatia (2) obtinem b* + ¢* + d? = 3539. Deoarece
un patrat perfect are forma M3 sau M3 + 1, iar 3539 = M3 + 2, deducem ca
unul dintre numerele b2, ¢, d? este multiplu de 3, iar celelalte doua au forma
M3+ 1. Asadar, unul dintre numerele b, ¢, d este multiplu de 3, iar cum b, ¢, d
sunt prime, rezulta ca numarul respectiv este egal cu 3. .......... ... ... 2p

Folosind relatia (1), pentru b = 3 obtinem ¢ = d = 2, iar pentru d = 3,
din d > ¢, rezultii ¢ = 3, b = 5. In ambele cazuri, nu se verific relatia (2).

Daca ¢ = 3, atunci b = d+2, iar din (2) obtinem d?+ (d+2)? = 3530, (3).
Reiese ca 2d? < 3530, de unde d? < 1765 < 432, deci d < 42. Tinand cont
ca d este prim, se verifica usor ca pentru d = 41 se verifica egalitatea (3), iar
pentru d < 37 nu se verificd, intrucat d* + (d 4 2)? < 37* + 392 = 2890.

Asadar, in acest caz, obtinem solutia a =2, b =43, c=3,d=41 ...2p

Cazul II: ¢ = 2. Din relatia (2) obtinem a? + b* + d? = 3539. Analizand
din nou dupa resturile impartirii la 3 ale unui patrat perfect, ca mai sus,
deducem ca exact unul dintre numerele a,b,d este egal cu 3. ........... (%)

Acest numar nu poate fi b (ar rezulta ca si a = 3), nici d (deoarece din
relatia (1) ar reiesi ca a+b = 6, deci a = b = 3). Daca a = 3, din (1) obtinem
b = d, iar din (2) rezultd ca 2d*> = 3530, adicd d* = 1765, imposibil, deoarece
1765 nu este patrat perfect.

In consecinta, in acest caz nu se obtin solutii, deci singura solutie a prob-
lemeiestea=2,b=43,c=3,d=41 ... ... . . . 1p

Nota. Pentru justificarea afirmatiei (%) de la cazul II, in situatia in care
afirmatia similara de la cazul I nu a fost justificata, se acorda 2p.

Problema 4. Spunem ca un numar natural nenul este special daca atat
suma cifrelor sale, cat si suma cifrelor succesorului sau sunt divizibile cu 11.

a) Determinati ultimele cinci cifre ale unui numar special.

b) Aratati ca exista o infinitate de numere speciale.



Solutie. a) Notam cu s(m) suma cifrelor unui numar natural nenul m.
Fie n = @xar_1 - - - aza; un numar special de & > 1 cifre. Din ipoteza, 11 | s(n)
si 11 ] s(n + 1).

Daca a; < 8, atuncin+1 = agag_1 ...as(a; + 1), deci s(n+1) = s(n)+1.
Ca urmare, daci s(n) = My, atunci s(n+ 1) = My + 1, fals. In consecinta,
A1 = ]_p

Daca ay < 8, atunci n+ 1 = agag_1 ... (az + 1)0, deci s(n + 1) = s(n) +
1 —a; = s(n) — 8. Ca urmare, daca s(n + 1) = My, atunci s(n) = My; + 8,
fals. Deducem ca as =9 ... 1p

Presupunem ca ultimele p cifre ale lui n sunt egale cu 9, iar prima cifra
diferita de 9 a lui n, in scrierea de la stanga la dreapta, se afla pe pozitia p+1.
Asadar, n = agag_1...ap+199...98in+1 = agag_1 ... (aps1 +1)00...0, deci
s(n) =ag+ag—1+...+ap1 +9p, lar s(n+1) =ar +ap_1+... +aps1 + 1.

Deducem ca s(n) = s(n+ 1) + 9p — 1, de unde rezulta ca 9p — 1 este
multiplu de 11. Cel mai mic astfel de numar p este p = 5, deci ultimele cinci
cifre ale unui numar special sunt toate egalecu 9 ....................... 3p

b) Conform punctului a), numerele speciale au forma n = m-10° 499 999,
unde m este un numar natural convenabil ales. Deoarece s(n) = s(m)+45 si
45 = My, + 1, este suficient sa gasim numere m, avand ultima cifra diferita
de 9, cu proprietatea ca s(m) = 11 -t — 1, unde ¢ este numar natural nenul.
In particular, pentru ¢ = 1, numerele de forma m =2-107+ 8, cu ¢ > 1, au
suma cifrelor 10.

Asadar, pentru orice ¢ > 1, numarul natural n = 2 - 1077° 4 899999 =
200...0 899999 este special, deci exista o infinitate de numere speciale 2p

q—1 cifre



