MINISTERUL EDUCATIEI ST CERCETARII

BAREM DE NOTARE SI EVALUARE
OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, Neamt
08.02.2025
Clasaa Vlll-a

Problema 1. Se dau multimile:
A={x€Z/x=a(a+2),a€Z}siB={x€Z/x=2+2b—Db?*beEZ}
a. Demonstrati ca: a < Va? + 2a <a+1,Va > 0si
—a—2<+vVa(+2a<-a-1vVva< -2
b. Demonstrati ca dacd un numar real nenul are patratul in multimea A atunci acel numar
este irational
¢. Determinati A N B
d. Demonstrati cd A U B are un singur element care este patrat perfect
Solutie si barem:
a. Toti membrii sunt pozitivi si ridicand la pétrat se obtine:
a’ < a’+2a <a?+2a+1 -adevirat pentrua > 0
sia?+4a+4<a’+2a<a’+2a+1 -adevirat pentru a < —2
1p
b. yeER,v’eAo y?’=a(a+2),a€Z*—{-2,—-1}
Conform a) avem cd a® < y%2 < (a+ 1)? pentrua > 0si (a + 2)? < y? < (a + 1)?
pentru a < —2 deci y? nu este pitrat perfect adiciy € R — Q.
2p
c. xEANBe x=al(a+2)=2+2b—-b%abeZe (a+1)2+(b-1)>*=4
Deducemci(a+ 1)’ <4 |la+1l|<2© -3<a<leoac{-3;-2; -1;0;1}
Seobtine AN B = {(=3;1); (=1;3); (=1; —1); (1; 1)}
2p
d xeAUB& x€eAsaux €B
Dacd x € A si este patrat perfect, rezultd conform a), ca x = 0
Dacix EBe x =2+ 2b—b?* =3 —(b—1)% b € Z si daci x este patrat perfect, deci
pozitiv, (b — 1)2 < 3,b € Z © b € {0;1; 2} = x € {2; 3} deci x nu este pitrat perfect.
Deci singurul patrat perfect din A U B este 0.
2p
Problema 2. Fie ABCDA’B'C'D' un cub cu AB = av/2,a € R} si A'C' nB'D' = {0'}. Fie M
simetricul lui B fatd de dreapta AD. Se cer:
a. Aratatica MD L (D'DB)
b. Calculati distanta de la M la D'B c’ B
¢. Demonstrati cda D'B L DO’ T O T
Solutie si barem: A
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a. AMBD:DA = g si DA mediand = m(MDB) = 90° = MD L BD
D'D 1 (ABCD) = D'D L MD
Deci MD L (D'DB).

2p
MD = 2a
AD'DB dreptunghicin D: DP = DL;I';)B _ 2a3\/§
AMDP dreptunghicin D: MP = VMD? + DP? = 4a3\/§ 3

Construind D'N || O'D,N € BD, avem in AD'NB:ND = D'0' = a,DB = 2a,DD’' = a\2
rezulta, conform reciprocei teoremei indltimii, ca ND' L D'B deci D'B L DO'.

2p
. o o = .. . a b
. " = + =
Problema 3. Fie a, b doud numere reale care verifica relatiilea-b = 1 si N e
V2.
a) Si se demonstreze egalitatea V'3 + /5 = \/ﬁ;\/i;

b) Sa se determine numerele reale a si b care indeplinesc conditiile din enunt.
Solutie si barem:

a) Demonstrarea egalitatii 2p
b) Demonstrarea relatiei v 3 — /5 = \/1_02_ 2 Ip
Rationalizand fiecare fractie si inlocuind v'3 ++/5 = \/1_0;\/5 si V3—+5= Ip
mz_ﬁ,se obtine a- (2-\/§+\/10—\/§)—b-(2-\/§—\/10—\/7) =2-
V10
Inlocuind b= %, se obtine (V6 — 1) (a> - 1) ++V5(a*+1) =2-a-5 Ip
a1)-[(V6 —1)-(a+ 1D +V5-(a—1)] =0 Ip
Se obtin solutiilea= b=1saua=+v6 -V5sib=+/6 ++/5. Ip
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Problema 4. Fie o piramida triunghiulara oarecare [ABCD]. Notam cu E, respectiv cu F proiectiile
varfului A pe bisectoarele unghiurilor 2ABC si respectiv £ABD.
a) Daca M este mijlocul laturii AB, sa se demonstreze ca ME || (BCD);
b) Sa se arate ca EF || (BCD);
c¢) Daca notam cu P punctul de intersectie al bisectoarei 4 ABC cu AC, Q punctul de intersectie al
bisectoarei ZABD cu AD, stabiliti natura triunghiului BCD astfel incat PQ este paraleld cu planul
(BCD).

Solutie si barem:

a) Triunghiul AEB dreptunghic si M - mijlocul lui AB rezulta triunghiul EMB 2p
isoscel
4MEB = 4EBC ( alterne interne);
ME || BC si BC < (BCD) rezulta ME || (BCD); Ip
b)Deoarece MF || (BCD) si conform subpunctului a), rezulta EF || (BCD) Ip
c) Din teorema bisectoarei in triunghiurile ABF si ABD se obtine o = pc 8 p
AQ _ AB
ob ~ BD’
Din teorema lui Thales ( PQ || BC), obtinem 2—‘2 = 2—‘;, deci triunghiul BCD este Ip

1soscel.
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