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Barem de corectare si notare

1.Fie AeM,(R) si ze C\R, cu |z|=1.Daca det(A—zl,) =0, aritati ca det A=1.

Solutie:
b no
Daci A:(: djeMZ(R):det(A—zlz)zzz—z(a+d)+detA=tf(z). ........................ 2p
Cum ZeC\R §i f(2)=0=>F(2)=0 §i Z# Z i 2p
Deci z si 7z sunt solutiile ecuatiei f(x)=0 si din a doua relatie a lui Viete rezulta ca
z-2=det(A)=>det(A) =z =L1..oiioiiiiio e, 3p
1 1 1
2. Fie a,b,c €Z si determinantul d ={a b c|. Aratati cd numarul d are cel putin trei
a’ b ¢
divizori naturali.
1 1 1llecall 0 0
Solutie:d={a b ¢ ‘~'la b-a c-a
a® b ¢ a® b’-a® c¢*-a°
=(b-a)(c-a) ! : =(b-a)(c-a)(c*+ca—b*—ba)
b*+ba+a® c®+ca+a’
=(b—a)(C—a)(C=bh)(B+D+C) s 4p

Permutand numerele a,b si ¢ numarul d ramane acelasi sau isi schimba semnul, deci
numarul de divizori naturali rdimane neschimbat. De aceea putem presupune, fara a reduce
generalitatea cd a<b<c.

[. Dacda a=b sau b=c sau c=a sau a+b+c=0, atunci d =0, deci are o infinitate de
IVIZOM NATUFAIE. bbbttt 1p
Il. Dacda a=b#c=#a si a+b+c+#0,atunci a<b<c=c—a>2, deci numarul c—a are
cel putin doi divizori naturali: pe 1 sipe c—a.

Presupunem ca numarul d are exact doi divizori naturali, atunci (b—a)(c—b)(a+b+c)==+1
si C—a este numar prim.

Dar b-a>0,c-b>0=b-a=c-b=1si a+b+c=+1.

b-a=1=b=a+1

c-b=1=c=b+l=a+2

a+b+c=tlea+a+l+a+2=1l<3a+3=+1(F).

Deci presupunerea facuta este falsa = d are cel putin trei divizori naturali.  .........ccccoeeee. 2p
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3. Fie sirul (x,),, avand termeni pozitivi, definit prin x, =0 si x, =2x;,, -1, VneN".
a) Demonstrati ca X, = COS— VYneN"
5 2n

b) Calculati lim2*"(x, —1).

Solutie.
a)Avem x >0,vneN =x , = ,/1+2X” ,VneN'si x, =0 =cos%, .................................... 1p

« /2 o T
Presupunem ca X, = COS? sidemcd X, = COSW.

T 2 T
11x, 1+c052—k 1+2cos W—l -
Dar x,, = > - > = > = COS QL 4p
b. lim 22" (x, - )_IlmZ“(cosz——lj_llmZZ”(l 2sin’ 27[ —1)
2
. T
sin—— 2 2

= 2lim 2** 2" S 2p

U A

2n+1 1

4. Fie sirul (x,)  cu X, =0 si x,, =X, +a+4/b’+4ax_, pentruorice ne N, unde a,b>0.

. o X
Determinati lim—-.

nN—o0 n
G.M. 9/2024
Solutie: Prin inductie se demonstreaza ca X, >0,Vn>1.
Deoarece X, —X, =a++/b”+4ax, >0,¥n>0 rezultd ci sirul este strict crescator ............. 2p
Presupunem ca sirul este marginit superior, atunci el este convergent= 3limx, =(e R

n—oo

Trecand la limita in relatia de recurenta se obtine ca
(=(+a++\b’+4al < 0=a++b*+4al (F), deci presupunerea facuta e falsa, deci sirul

este nemdrginit superior si fiind strict crescator = liM X, =00 ......ccovviiiiiiiiiicic e 2p
n—oo
X, LsC ,/xnﬂ—./xn a+4/b” +4ax,

Calculam lim Y=

wenreeondlen \/I \/_ \/x +a+W+JZ

=lim = TV 2p
nN—oo
)W 1+ a + b* + 4a +1
n T2t
Xn Xn Xn
. X PRI b ¢
Deoarece sirul (—g} este cu termeni pozitiv si Ilim+— = Ja,
nN—o0 n
nx1
X,
VA EXISTA ST TN = @ oottt 1p

nN—oo n



