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Olimpiada de Matematica — Etapa Locala
Maramures — 8 februarie 2025
Clasa a XlI-a

Barem de corectare si notare

1. Fie f:[0,1] >[0,1] o functie continua. Arétati cd ecuatia 3x—1='|‘0X f(t)dt are o

solutie unica in intervalul [0,1].
Solutie.
Consideram functia g:[0,1] > R, g(x)= on f (t)dt—3x+1
g este derivabila si g'(x)= f (x)—3<0,Vvxe[0,1], deci g este strict descrescatoare pe [0,1]

g este continua pe [0,1],9(0)=1>0si g(1)= I: f(t)dt—-2< J.Olldt -2=-1<0.
Cum g are P.D.= 3x, € (0,1)astfel incat g(x,)=0.

Acest X, este unic pentru ca g este strict descrescatoare.

2. Calculati: a) I X+3 ~dx, unde x>0si aeR.

X(X+2)(Xx+4)(x+6)+a

b) J-e—4X+5

" dx, unde x>0.
-x+1

Solutie.

X+3 X+3
a) | =f X = _[ > > >
X(Xx+2)(x+4)(x+6)+a (X“+6x)(x“+6x+8)+a
Cu schimbarea de variabild x* +6x =t , obtinem 2(x+3)dx =dt, deci integrala asociata este

1 1
! 2-[t(t+8)+a2 ZJ(t+4)2+a2—16

1 1
Daca 4,411 == dt =— C.
acd ae{-4,4},1, I(t+4)2 2(t+4)+

Daca ae(—o,-4)u(4,),1, = L -arctg +C.

2\/a2—16 Ja?-16
Daca ae (- = I dt= ! t_ 16— a|
(t+4)’ \/16 PN Tl N T a\

Tnlocuind t=x*+6X,seobtine . ... 4p
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b) ' >t+1,Vt e R, cu egalitate pentru t =0,

=€

P X+124x+1-x+1=3x+2>0,vx>0. (1)

Cautam a, b e R astfel Tncat

—4x+5:a(e4X —x+1)'+b(e4X —x+1),VxGR<:>—4x+5:a(4e4x—1)+b(e4x—x+1),VxGR
& —4x+5=(4a+b)e” —bx+b—a,vxeR<4a+b=0b=4 sib-a=5<b=4a=-1

ax _ _
_4x+5 i =I4(e xtxl) (e” x+1 dx I x+1) o
™ —x+1 e —x+1 -x+1
=4x—1In ‘(e“X - x+1)‘+C =4x—In(e” —x+1)+C (utilizand (1)) ........cocooviriiinnn, 3p

a 3b
3. Se considerd multimea M = {(b )‘az —3b?=1a,be Z} .

b)

a
a) Aratati ca, daca A,Be M atunci A-BeM.
b) Demonstrati ¢ (M,-)este grup infinit in raport cu operatia ,,-” de inmultire a
matricelor.

Solutie.

bl a‘.l. b2 a2
aa, +3pb, 3ab,+3ab ) (x 3y
ab, +ab, 3b1b2+a1a2]_[y x}’
cu x=aa,+3bb,eZ, y=ab,+ab eZ,
det(AB)=det A-detB=1=> x* -3y’ =1sideci A-BeM. ... 2p

M <M, (R)si,” easociativi pe M,(R)= ,,”” e asociativi pe M .

3 & 30 3, 3b, .
Daca ABeM, A= ,B= ,a,,b,a,,b,eZ si detA=detB=1,

atunci AB :(

10 ) ) a 3b
I, :(0 J € M este element neutru. Pentru orice matrice A:(b . j e M, existd
H ' -1 a _3b . ~ ’ ’
matricea A'=A" = b a € M care verifica A-A'=A"-A=1,,
deCi (M,-) STE QIUP.  oooiiiii e 3p

H 2 3 . 2 3 n
Matricea A= 1 2 € M si avem {A,A,A,...,A,...}CM

X, 3Y,
Deoarece A" =
Yo X,

strict crescatoare = { A A% A% AT, } este infinita,

j,n e N, iar sirurile de numere naturale (X, )n>1 ,(yn)n>1 sunt

deci multimea M este INfINIta. ........cooceeiiiiiiiiiie e 2P
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4. Fie (G,-)un grup cu elementul neutru e. Dacd G are cel putin 3 elemente, aratati ca exista
a,beG\{e},a=b, astfel incat a-b=b-a.
Supliment Gazeta Matematica nr.9/2024

Solutie.
Daci grupul G are un element x de ordin cel putin 3, atunci X # e, x> # e, x* # X, deci

putem considera a=x,b=x* siavem xX*=a-b=b-a. ...............co 3p
n caz contrar, orice element din G \{e} are ordinul 2, deci x* =e,Vx eG.
_ _ 1 -1
vuveG=ui=eVvi=eu=ul,v=v=uw=u"v'=(w) =w,

deci (G,-) este COMULALIV (1) .o .oevnniiiiiiii e 2p

Deoarece card(G)>3,3a,beG\{e},a=b,iardin (1) avemcd a-b=b-a. ............... 2p



