oL §C
i
SOpeRA

e,
g (E‘- % INSPECTORATUL SCOLAR
"

g MINISTERUL EDUCATIEI $I CERCETARII
\‘_/ JUDETEAN MARAMURES

Olimpiada de Matematica — Etapa Locala
Maramures — 8 februarie 2025
Clasaa X -a

Barem de corectare si notare

1. a)Daca a=0,01; b=0,1; c=10 obtinem ............cevvririririririiiiiienennn, 1p
Iogab+logbc+logca:IogO,010,1+Iogo1110+logloo,01=%—1—2<3.............. 1p

Observatie: Exemplul poate fi abordat si pe caz mai general, fixand de exemplu ¢
si cautand a si b ca puteri ale lui c.

Astfel dacd a=cX si b=cP, atunci log, b+log, c+log, a=£+1+k si se pot
P
cauta K, peR*\{l} cu proprietatea ci E+%+k<3.

Se va acorda punctaj maxim pentru orice exemplu care satisface inegalitatea.
Verificarea este necesara.

b) Deoarece a, b, ¢ >1, rezulta log, b, log, ¢, log;a>0. .........ocooeiiiiini. 1p
Conform inegalitatii mediilor, are loc
log, b+log,c+log. a > 3-;0’/Ioga b-log,c-log, a =3-1=3, egalitatea avand loc

daca si numai daca log,b=logyc=log.a............ooooo 2p

Daci log, b =log, ¢ =log, a, atunci (log, b)3 =log, b-log, c-log,a=1.
Rezulta log,b=1siin final a=b. Analog b=c.
Asadar egalitatea de la medii nupoateavealoc.............coooiiiiiiiiiiiiiiin.. 2p

2. Pentru y=0, relatia din problema conduce la f(x)=g(x), VXeR sideci f =g.
Relatia din ipotezd devine f (x+yf(x))=(y+1)f(x), vx,yeR. (*) ... 1p
a)Fie g:R—> R, g(x)=c, ceR (evidentsi f(x)=c).

Egalitatea din enunt devine f(x+yc)=(y+1)-c, VX, yeR.

Pentru x=0, y=1,0btinem f(C)=2C.........c.coiiiiiiiiiiii e, 1p
Pentru x=c¢, y=0, obtinem f(c)=c.Din 2c=c,rezulta c=0..................... 1p
b) Daca f este functia identic nuld, aceasta verifica (*). .............ccoceeviininn.. 1p
Daca f nu este functia identic nuld, atunci exista a€ R cu f(a)#0.Pentru x=a
obtinem f(a+yf(a))=(y+1)f(@), YyeR. ..ot 1p
Notand t=a+yf(a) egalitatea anterioard se scric f(t)= [% +1j f(a).

Deoarece t parcurge toatd multimea numerelor reale (functia h:R—>R
h(y)=a+yf(a) este surjectivd), obtinem f(t)=t-a+f(a), VteR.
Asadar f:R >R, f(x)=X+A,unde A este o constanta reala.

Pentru orice A, functia f verificd egalitatea (¥). ............ccoovviiiiniiiiiiiineinnnn, 1p
Rezulta f :R >R, f(X)=0sau f:R—>R, f(X)=x+A, AeR................... 1p
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3. Notam ¥27+x=a si ¥27—x =b. Evident a®>+b® =54

M_e{\/fu

1
\ X2 +1 \ X2 +1
Metoda 1:

4(a3 +b3)—(a+b)3 —3(a—b)’ (a+b)=>0, ceea ce conduce la

JZS-Z:G, rezultdnd a+b>6................c...... 2P

(a+b)3 £4(a3+b3):4-54=216 si In continuare a+b<6...................e.nee 2p
Deoarece a+b =6 rezultd Vx> +1 = ! e, 2p
VX% +1

X =0 €St SOIULIE. . .vovtt ittt e e e e e 1p
Metoda 2:
54:a3+b3:(a+b)<a2—ab+b2)26(a2—ab+b2):6<(a+b)2—3ab), ceea ce

| S —

>0
) (a+b)>-9 _6%-9
conduce la (a+b)“ —3ab <9 si in continuare ab > 3 > 3 =9........ 2p
a si b fiind pozitive, are loc 54=a% +b3>2.4/a%.b3 >2.4/03 =54 = a=b..... 2p
X =0 €Ste SOIULIC. +..vuenititiiii i 1p
4 a.2%+b-zu+c=b-2%+c-zu+a=c-2®+a-zu+b
, =" Prima egalitate devine a+b-zu+c=b+c-zu+a.
Rezultd (b—c)-zu=b—-c side aici zu =1.
1 —

Deoarece |z| =1, 5e 0bfine U="=1Z. .......cceeriuiriiiiiiiiiiieaniiiiee e 2p

z
,, <" Egalititile devin a.26+b-|z|2+c:b-26+c-|z|2+a:c-26+a-|z|2+b.
Se obtine imediat z® € R . Notand |z|2 =t>0, deducemca z° e {—t3, t3}. ......... 1p
. _6 3 el —a-t3+b't+c:—b-t3+c~t+a
Daca z° =—t°, egalitatile conduc la .
b-t}+ct+a=—c-t>+a-t+b
(a-b)-t*~(b-c)-t=c-a|-(b—c)
(b—c)-t—(c—a)-t=a—b|-(a-b)
Scédzand ecuatiile obtinute, rezulta
(a2+b2+02—ab—bc—ca)-t=a2+b2+c2—ab—bc—ca si apoi t=1, valoare

Sistemul este echivalent cu

care inlocuita in sistem conduce la a=b=C,ceeacenuconving. ..................... 2p
Tn mod similar, daca 28 = t3, se obtine t =1, rezultand 28=t3=1. ... 2p



