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Clasa a XII-a

• Timp de lucru 180 de minute
• Fiecare problemă se punctează cu 0-7 puncte

Problema 1. Se consideră mult, imea Z[i] = {a+bi|a, b ∈ Z}, unde i2 = −1. Arătat, i că Z[i]
are o structură de monoid comutativ ı̂n raport cu ı̂nmult, irea numerelor complexe s, i determinat, i
mult, imea elementelor simetrizabile ale acestui monoid. SGM 9/2024

SGM 9/2024

Problema 2. Arătat, i că, dacă (G, ·) este un grup cu proprietatea că există o funct, ie
injectivă f : G→ G s, i un număr natural nenul n astfel ı̂ncât:

x · f
(
xn · f(y)

)
= xn+2 · f(xy),∀x, y ∈ G,

atunci grupul G este abelian.

Problema 3.Se consideră funct, ia f : R→ R, f(x) = arctg(x).

(a) Demonstrat, i că, pentru orice n ∈ N∗, ecuat, ia x − 1 + n · f(x) = 0 are o unică solut, ie
xn ∈ (0, 1) s, i determinat, i L = lim

n→∞
xn.

(b) Calculat, i M = lim
n→∞

1

n
·

n∫
0

f(x)dx.

Problema 4. Se notează cu F mult, imea funct, iilor f : [0, 1] → [0,+∞) derivabile, cu
derivata strict crescătoare s, i pentru care f(0) = 0 s, i f ′(0) = 1.

(a) Arătat, i că F 6= ∅.
(b) Demonstrat, i că, pentru orice f ∈ F , este adevărată inegalitatea:

1∫
0

1

1 + f(x)
dx ≤ f(1).
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Problema 1.

• pentru orice x = a + bi, y = c + di ∈ Z[i] avem x · y ∈ Z[i]; ı̂nmult, irea este asociativă,
comutativă pe Z[i] s, i are elementul neutru e = 1 + 0 · i ∈ Z[i] (4p)

• Mult, imea elementelor inversabile ale monoidului este U
(
Z[i]
)

=
{
− 1, 1,−i, i

}
(3p)

Problema 2.

• Pentru x = e se obt, ine f
(
f(y)

)
= f(y),∀y ∈ G; cum f este injectivă se deduce că

f(y) = y,∀y ∈ G (2p)



• Egalitatea din enunt, devine xn+1y = xn+3y; de unde x2 = e,∀x ∈ G (2p)

• Acum: xy = yx,∀x, y ∈ G (3p)

Problema 3.

(a) Funct, ia g : [0, 1]→ R, g(x) = x−1+n·arctg(x) este continuă s, i g(0) = 1, g(1) =
nπ

4
> 0

conduce la existent,a unui xn ∈ (0, 1) cu g(xn) = 0 (2p)
Deoarece g′(x) > 0,∀x ∈ [0, 1], deducem că g este strict crescătoare, deci xn este unica
solut, ie (1p)

Din 0 = g(xn) = xn − 1 + n · arctg(xn) avem 0 < arctg(xn) =
1− xn
n

<
1

n
s, i imediat

L = lim
n→∞

= 0 (1p)

(b)
1

n
·

n∫
0

(arctg(x)dx) =
1

n

(
n · arctg(n)− 1

2
ln
(

1 + n2
))

= arctg(n)− ln(1 + n2)

2n
, (2p)

Deoarece lim
n→∞

ln(1 + n2)

2n
= 0, rezultă M =

π

2
. (1p)

Problema 4.

(a) Orice exemplu corect s, i justificat (de exemplu f(x) = x2 + x, x ∈ [0, 1]) conduce la
F 6= ∅ (3p)

(b) Cum f ′(0) = 1,∀x ∈ [0, 1], deci f este strict crescătoare s, i astfel pentru 0 ≤ x ≤ 1 avem

0 ≤ f(x) ≤ f(1), de unde 1 ≤ 1 + f(x) sau
1

1 + f(x)
≤ 1, (2p)

de unde
1∫
0

1

1 + f(x)
dx ≤

1∫
0

dx = 1 (1p)

Se arată acum că f(1) ≥ 1 s, i astfel se obt, ine inegalitatea din enunt, (1p)


