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e Timp de lucru 180 de minute
e Fiecare problema se puncteaza cu 0-7 puncte

Problema 1.
rxy T+Y

Fie numerele reale z,y € [0, 1]. Demonstrati cd —— — 1 <
r+y+1 3 2

Problema 2.
Fie numarul A = (a* — 2a + 3)(a* — 2a — 33) + 324,a € N.

a) Aratati canumarul A este patrat perfect pentru orice numar natural a.
b) Demonstrati ca pentru orice numar natural impar a, numarul A este divizibil cu 16.

Problema 3.
Se considera cubul ABCDA'B'C'D'. Notam cu M si P mijloacele muchiilor AB, respectiv
DD'. Demonstrati ca MPLA'C.

Problema 4.
Se considera piramida triunghiulara regulata VABC cu varful V si O centrul bazei ABC.
Fie M mijlocul muchiei AB si C'P bisectoarea unghiului £VCM, unde P € VM. Aratati ca
OP =2-OM daca si numai daca VA = ABV3.
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(Orice solutie corecta se puncteaza la maxim)

Problema 1.
0<z<1l= 1—22>0

z,y €[0,1] =
0<y<l= 1-y=>0

Aducand relatia la acelasi numitor, obtinem l-e-y-1 < 2wy = 3 Sy, de unde
’ r4+y+1 6

—62 — 6y < 22%y + 22y + 22y — 32% — 3y — 3z — 3xYy — 3Y* — Y. (1p)
Reducand termenii asemenea, avem 2x2%y + 2xy* — 4dxy — 322 — 3y?> + 32+ 3y > 0 (1p)
Grupand convenabil termenii, obtinem: (2z2%y — 22% — 2xy + 2x) + (2xy? — 2y* — 22y + 2y) +
r+y—a*—y* >0 (2p)
Descompunem in factori si obtinem 2(1 — z)(1 —y)(x + y) + (1 — x) + y(1 — y) > 0, care este
evident (2p)
Finalizare (1p)

Problema 2.

a) Notdm n = a? — 2a. Atunci A = (n + 3)(n — 33) + 324 = (n — 15)2. (2p)

A= (a* —2a — 15)? (1p)



b) a®> —2a — 15 = (a — 5)(a + 3)
pentru a = 2k 4+ 1, avem ca (a — 5)(a +3) = 4(k — 2)(k+2)
Deducem ca A este divizibil cu 16.

Problema 3.
Fie O mijlocul lui A’C
Demonstram ca A’M = MC
Triunghiul M A'C' este isoscel, deci A’C LMO
Analog, triunghiul PA'C' este isoscel, deci A’C' L PO
Avem A/CLMO,A'CLPO,MO,PO C (MOP), de unde A’C L(MOP)
MP C (MOP), de unde A/C LM P

Problema 4.
orr — AV

VP VC VA ABV3

Daca VA= AB \/§, din teorema bisectoarei avem ca

CcO
Dar, — = 2, deducem OP || VC.

oM
VC VA ABV3

Deci OP = =20M

3
Reciproc, daca OP = 20M, de unde OP = CO, deci triunghiul OPC este isoscel.

Cum CP este bisectoarea £V CM, deducem OP || VC.

Rezulta ca 3OP = VC = VA, deci 60M = VA, de unde 6
VA= ABVS.
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= VA. Obtinem ca
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