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e Timp de lucru 180 de minute
e Fiecare problema se puncteaza cu 0-7 puncte

Problema 1. Se considera multimea Z[i] = {a+bi|a,b € Z}, unde i* = —1. Aritati ca Z]i]
are o structura de monoid comutativ in raport cu inmultirea numerelor complexe si determinati
multimea elementelor simetrizabile ale acestui monoid.
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Problema 2. Aratati ca, daca (G,-) este un grup cu proprietatea ca exista o functie
injectiva f : G — G si un numar natural nenul n astfel incat:

- f(a" f ) = 22 flay), oy € G,
atunci grupul G este abelian.

Problema 3.Se considera functia f : R — R, f(z) = arctg(x).

(a) Demonstrati ca, pentru orice n € N*, ecuatia v — 1 +n - f(z) = 0 are o unica solutie

xp, € (0,1) si determinati L = lim z,.
n—oo

n—oo M

1 n
(b) Calculati M = lim — - /f(a:)dx.
0

Problema 4. Se noteaza cu . multimea functiilor f : [0,1] — [0,400) derivabile, cu
derivata strict crescatoare si pentru care f(0) =0 si f/(0) = 1.
(a) Aratati ca F # ().
(b) Demonstrati ca, pentru orice f € %, este adevarata inegalitatea:
1
1
/md$ < f(1).
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Problema 1.
e pentru orice x = a + bi,y = ¢+ di € Z[i] avem z -y € Z[i]; Inmultirea este asociativa,
comutativa pe Z[i] si are elementul neutru e =1+ 0 -4 € Z]i] (4p)

e Multimea elementelor inversabile ale monoidului este U <Z[z]> = { —-1,1,—1, z} (3p)

Problema 2.

e Pentru x = e se obtine f(f(y)) = f(y),Yy € G; cum f este injectiva se deduce ca
fly)=y,Vyed (2p)



e Egalitatea din enunt devine "'y = 2""3y; de unde 22 = ¢,V € G (2p)

e Acum: zy = yx,Vr,y € G (3p)
Problema 3.

(a) Functiag: [0,1] - R, g(x) = z—1+n-arctg(z) este continua si g(0) = 1, g(1) = %T >0
conduce la existenta unui z,, € (0,1) cu g(z,) =0 (2p)
Deoarece ¢'(z) > 0,Vz € [0, 1], deducem ca g este strict crescatoare, deci x,, este unica
solutie (1p)
Din 0 = g(z,) = &, — 1 + n - arctg(z,) avem 0 < arctg(z,) = oo = si imediat

n n
L= lim =0 (1p)
n—oo
1 7 1 1 In(1 2
(b) —- [(arctg(z)dz) = — (n -arctg(n) — —ln(l + n2>> = arctg(n) — M, (2p)
n n 2 2n
In(1+n?
Deoarece lim In{1 +n7) =0, rezulta M = il (1p)
n—00 2n 2
Problema 4.

(a) Orice exemplu corect si justificat (de exemplu f(z) = 22 + 2,2 € [0,1]) conduce la
F #0 (3p)

(b) Cum f’(0) = 1,Vx € [0, 1], deci f este strict crescatoare si astfel pentru 0 < z < 1 avem

1
0< f(x) < f(1),deunde 1 <1+ f(z) sau ——— < 1, 2
< () < 1) fla) s 17 (20)
1 1 1
deunde | ———de < | dx =1 1p
It =] 1

Se arata acum ca f(1) > 1 si astfel se obtine inegalitatea din enunt (1p)



