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e Timp de lucru 180 de minute
e Fiecare problema se puncteaza cu 0-7 puncte

Problema 1. Se considera multimea H a matricelor de forma
1w = (1501, e )
unde = # —1.
(a) Aratati ca, pentru orice A, B € H, avem: A-B € H.
(b) Determinati cel mai mic numar natural nenul n pentru care (A(l))n = A(t),
cut > 2025.
Problema 2. Se spune cd o matrice A € .#5(C) este involutivd dacd A? = I, si ci este
idempotentd daca A2 = A
(1) Dati un exemplu de matrice X idempotenta, X # Oq, X # I,
(2) Aratati ca, daca A este involutiva, atunci matricea B = — (A + Ig) este idempotenta,
iar daca A este idempotentd, atunci matricea C' = 2A — I este involutivad,
(3) Demonstrati ca exista o infinitate de matrice involutive cu toate elementele numere
intregi.
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Problema 3.Aratati ca sirul (a,)n>1, definit prin a; = 1 si a,11 = 3 + %,Vn > 1, este
convergent si determinati limita sa.
Problema 4. Se considera sirul (z,,),>1 definit prin z; = 0 si x,41 = /1 +n - z,,Vn € N*
(1) Demonstrati can —2 <z, <n—1,Vn € N

(2) Aratati ca lim (n — z,,) = 2 si determinati numarul real L = lim <%> :

n—00 n—o00 n
GM 12/2023
Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, Caras-Severin, 08.02.2025
Bareme, Clasa a XI-a
Problema 1.
(a) Consideram A(x) = Ir +x- M, unde M = _52 i(zl ;

cum M? = M, deducem A(z) - A(y) = A(x +y + zy) (3p)

In plus, pentru z # —1,y # —1, avem si « + y + xy # —1, deci A(z)- A(y) € H. (1p)

(b) (A(1)>2 = A(3), <A(1)>3 = A(7) si se demonstreaza inductiv ca

(A(1)>" — A(2" —1),Yn e N* (2p)
Din ¢t = 2" — 1 > 2025, obtinem n,,;,, = 11 € N (1p)



Problema 2.

(1) Orice exemplu corect si justificat... (3p)
(2) Calcule imediate: B? = B,C? = I, (2p)
1 b : :
(3) De exemplu: A = 0 —1 ,b € Z, sunt involutive... (2p)
Problema 3.
e Se demonstreaza inductiv ca a, < 6,Vn € N*, (3p)
. 6 — anp,
® apOi Gny1 — n = — > 0,Vn € N* (2p)
e Sirul este deci strict crescator si marginit, cu limita finita L. Imediat se obtine
L =6, (2p)
Problema 4.

(1) 21 = 0,20 = 1 sidaci k —2 <, < k—1,k > 1, obtinem k? — 2k +1 = (k — 1) <
1+kxp <k?>—k+1<k?* deunde k — 1 < 7441 < k, asadar am demonstrat inductiv

inegalitatile propuse. (3p)
(2) Cu criteriul clestelui, din inegalitatile (a) avem: lim I
n—oo N
Consideram sirul y, =n —z, sin —2 < x, <n —1 conduce la y, € (1,2) si
n — 2
|yn+1_2| - |y | )vn> 17
1 1y,
1——+4/1+ — -
n n n
VT |yn+1_2|_1 . . . . o .
Deducem ca lim ————— = —; cu criteriul raportului avem lim |y, — 2| = 0 si astfel
n—oo Y, — 2 2 n—00
lim y, =2 (2p)
n—0o0
n
~ . —Un (=yn) 9
In final: L = lim <1 + ) ~Yn =e “ (2p)
n—0o00 n



