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e Timp de lucru 180 de minute
e Fiecare problema se puncteaza cu 0-7 puncte

Problema 1. Se considera functia f : [0,00) = R, f(z) =2 -2+ 1

(a) Rezolvati ecuatia: [@] = 3, unde [¢] reprezinta partea intreagd a numarului real ¢
(b) Aratati ca, daca a,b,c € N si
fav2) + f(V3) + f(eV5) = 3,
atuncia =b=c
SGM 9/2024
Problema 2. Se considerd expresia F(x,y) = 2% + zy + %, unde x,y € (0, 00)
(a) Aratati ca, daca zy = 3 si v +y > 2, atunci E(z,y) > 1,
(b) Determinati numerele prime p si ¢ pentru care E(p,q) = 2p + 7q
GM 6-7-8/202/
Problema 3.Determinati numerele intregi n pentru care

o = n?,

Problema 4. Se considera un triunghi ascutitunghic ABC' inscris in cercul de centru O
si raza R, avand ortocentrul H si centrul de greutate G.

—
(a) Aratati ca, daca HA + HB + HC = 30?, atunci triunghiul ABC este echilateral.
(b) Demonstrati ca HL + LO > R, pentru orice punct L € (BC).
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Problema 1.
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(a) [M} =2+ [—} =3= [—} = 1; cum z > 0, se obtine z € (3, 1] (4p)
x x x

(b) se ajunge imediat la av2 + bv/3 = —c\/5, de unde 2a® 4 3b% + 2ab\v/6 = 5¢? si astfel
2abv/6 = p € Q. Daci ab # 0, atunci v/6 € Q, fals, asadar ab = 0 si, continuand,

a=b=c=0. (3p)
Problema 2.
(a) E(z,y) =(x+y)?> —ay>4—-3=1, (3p)

(b)  * Daca p =2, se obtine ¢ =5
* Daci ¢ = 2, se obtine p? = 10, absurd
* Daca p = 3 sau ¢ = 3 se obtine ¢ = 3, respectiv p = 3 (2p)

* Inmultind cu 2 egalitatea din enunt se ajunge la (p+¢)%+ (p—2)2 + (¢ — 7)% = 53,
care nu are solutii pentrup > 5si g > 5



* Asadar p=2,g=5saup=¢q=3 (2p)
Problema 3.

* Pentru orice n € Z,n < —1, avem 2" < 1 si n? > 1, iar pentru n = 0 egalitatea 2° = 0

este falsa, asadar niciun numar intreg n < 0 nu verifica egalitatea (1p)

* Numerele naturale n = 1,n = 3 nu verifica egalitatea, numerele naturale n = 2 si n = 4

verifica egalitatea. (3p)

* Se demonstreaza inductiv cd 2" > n? Vn € N,n > 5. Asadar n = 2 sau n = 4. (3p)
Problema 4.

(a) Evident ca orice solutie corecta si completa primeste punctajul maxim (4p)

(b) Notam cu 7" punctul de intersectie dintre (AH si cercul circumscris triunghiului ABC.
Deoarece <I'BC' = <T'AC = <H BC, deducem ca triunghiul BHT este isoscel. Asadar
T este simetricul lui H fata de BC, deci HL+ LO =TL+ LO >TO =R (3p)



