OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 8.02.2025
Judetul Buzau

CLASA a IX-a

Subiectul 1 (7 puncte)

Sa se reprezinte intr-un sistem de axe xOy mulfimea
A={Pxllx+yl+Ix-yl=2xy€R}

Solutie si Barem

Daca perechea (x,y) este solutie a ecuatiei [x + y| + |x — y| = 2 atunci si (—x,y), (x, —y) si
(=2, =) SUNt SOIULE A1E ECUALICI.c...vveviereeieeeeeeee ettt ettt ee e e e et eaen e 2p

Deci este suficient sd rezolvam ecuatiapentru X = 0, ¥ = 0 eeeeoiiiiiiii e lp
Pentru x 2 0,y 2 0,x =2 yecuatia|[x +y|+ |x —y| =2devinex+y+x—-y=2 =x=1

si y € [0,1], multimea solutiilor fiind, in acest caz, S; = {(1, Y)YV € [0,1]Fveecmeveeeeeeereern. Ip
Pentru x > 0,y =2 0,x < yecuatia [x +y|+ [x —y| =2devinex+y—-x+y=2 & y=1
si x € [0,1], multimea solutiilor fiind, in acest caz, S, = {(x, 1)|x € [0,1]} 1 eemreeeeeeeeeeeeeeen Ip
Cu observatia de la inceputul solutiei, reprezentarea multimii A4, intr-un sistem de axe x0y,

este un patrat cu centrul in origine, de laturd 2, avand varfurile in punctele
M(L1),N(=11),P(=1, =1) ST QUL = 1) ettt 2p
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Subiectul 2 (7 puncte)

Aratati cd dacd a,b,c € R,a,b,c > 0sia+ b + ¢ = 2025 atunci

a b c
V2025a+bc = V2025b+ca 2025c+ab

<3
2

Solutie si Barem

Din 2025a+bc=(a+b+c)-a+bc=a’+ab+ac+bc=(a+bXA+C) oo, 2p

si analoagele rezulta

a-a b-b c-c
A= + + e 2p
(a+b)a+c) (b+c)b+a) (c+a)c+b)
gl-a+a+b+b+c+cjs ......................................................... 2p
2\a+b a+c b+c b+a c+a c+b
](a+b a+c b+c¢) 3
<— + + T ettt et e e e e e ba e e e n—at e e e anetesennenesnnneeean 1p
28a+b a+c b+c 2

S-a folosit inegalitatea \/x - y < x—;—x, Vx,y € Ry

Str. Al. Marghiloman nr. 30, 120031, Buzau
Tel:  +40(0)238 721655, Fax: +40 (0)238 414655



:“:.' MINISTERUL EDUCATIEL ST CERCETARI

Subiectul 3 (7 puncte)

6 = 1ly— m} dr—

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia { Ox — 25
X T L

—, unde {a] reprezintd

partea fractionara a numarului a.

Solutie si Barem

{(»,E—m—m} 4y —1 {3‘\-«#2)(1\»*5)} dy~—1 {31‘4‘3} dy— 1
= o> = <> =

T — e 2

[Ox = 25 > S(2x—3) > 5 E p
3x+2 4y —1 v +2 Sx+2 4y —1 3¢+2 —1dx+9

- = = — — = = - e 2p
5 > 5 5 2 5 10

~l4x+9 —10k+9 [ —6k+11

—— k€] mx= = S Ip
10 14 14

e e 2

14 14

Subiectul 4 (7 puncte)
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Se considera un triunghi ABC si punctele M, N, P pe laturile BC, CA, respectiv AB, astfel incat

BM CN AP . . .
e - Na PR Notdm cu Gy, G si Gz centrele de greutate ale triunghiurilor AMB, BCN,

respectiv CAP. Demonstrati ca triunghiurile G; G,G3 si ABC au acelasi centru de greutate.

Solutie si Barem

R

. BM _CN _ AP ) . _ . ——  AB+KAC
Fie — = == = = = k si Q mijlocul lui BM. Atunci AM = 284 @ o, I p
MC NA PB ’ 1+k
ey, 22—
AGL = SAQ s Ip
== _ 2 AB+AM _ 1 AB+KACY _ (k+2)AB+KAC
AG =240 =12 = (AB s ) o oo Ip
o~ _ (k+2)BC+kBA == _ (k+2)CA+kCB
Analog BG, = EReToreTe CG; = TRREL) e Ip
Triunghiurile G, G,G3 st ABC au acelasi centru de greutate daca si numai daci
AGLHBGy + CG3=0.ciooooeeeeeeeeee oo oo oo 2p
_ (k+2)AB+KAC | (k+2)BC+kBA | (k+2)CA+kCB _ (k+2)(AB+BC+CA)
AGyTBG, + (G = 3(k+1) 3(k+1) 3(k+1) 3(k+1)
KCBLBARAL) _ G DITHRT 5 e Ip

3(k+1) T 3(k+D)
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INISTERUL EDUCATIE! §1 CERCETARI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 8.02.2025
Judetul Buzau

CLASA a X-a

Subiectul 1 (7 puncte)

a. Fiea,b € (0,00). Si se arate ca a®h? > a?h2.
. btc cra asb
b. Fiea,b,c € (0,0). Sascarate cd a®h’cc>az bz ¢z .

Solutie si Barem

a. a’h’ = a’b* & lga®b® > lga®h*  a-lga+b-lgh=>b-lga+a-lgb....... 1p
(A= D) (LGA = 1GD) Z 0ueerrrereerrsereetrsssessssessisssssss s ssesssssasssssssssssssesssssssesses s sessss s esessssssenns 1p

Inegalitatea este adeviratd deoarece functia f: (0,0) — R, f(x) = lgx, este strict crescitoare si
a—bsilga —Igh au acelasi SCMN........c.coveveuievereiiieeeeeeeeee ettt Ip

b. Conform punctului a) pentru a, b, ¢ € (0,0) avem inegalitatile:

APDP > aPB%, BPCC > DO, COQE > CUAC oo 2p

Prin inmultirea acestor inegalitati rezultd: a?®b?Pc?¢ > gbtcpe+aca+tb oo, Ip
o o ) R, bic cta atb

Finalizare, radical din ambii membri, pozitivi: @%b”c® = a2 b2 € 2 woeeeeeeeeereeeeeeerern Ip
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Subiectul 2 (7 puncte)

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

V2—V2+x=x

Solutie si Barem

Conditiile de existentd ale radicalilor si de existenta ale solutiilor ecuatiei impun

X 20,2+ X220, 22 V2 F X X € [0,2]eeeeeeeeeeseessreoeeesssseesesssssseessseessesssssseseeeeeeeessssssesees s 2p
Prin ridicare la patrat obtinem 2 — V2 + x = x> © 2 —x? =2 + x.

Existenta solutiei impune 2 —x? >0 & x € [—\/Z \/i] sicum x € [0,2] rezultda x € [O, \/f]..] p

2-x*=V2+xe2-x)?=24+xox" -4’ —x+2=0x%(x - 2)(x + 2) -
—-x=-2)=0ex-2)x*+2x*-1D=0x-2)X+x*+x*-1=0e

=D +D++DEx-D]=0@x—-2DE+ D&% +x—=1) =0 2p
_ <2 4 2= —1=V5 —1+y5 .

Cum—-1,2 ¢ [0,\/2] rezultd x + x — 1 = 0 cu radacinile 2 & [0, \/_2—], — € [O, \/7] si

singura solutie a ecuatiei este x = _1;\@ ...................................................................................... 2p

Solutie alternativa si Barem

Conditiile de existentd ale radicalilor si de existenta ale solutiilor ecuatiei impun

XZ0,24X20, 22V2FH X X E [0,2]ciccinncerssssssessseseeseessssssessessesssssssesssssssssssssessasssasesas 2
p
Putem pune deci x = 2 cost, cu te [0, g] ............................................................... Ip
Atunci 24+ x =2+ 2cost = 4cos?% 5i2 —V2 +x = 2 — 2cost = 4sin?%. . I
2 2 4 p
Egalitatca devine 2 sini = 2cost © cost — cos (g - 9 =0 & —2sin2 2 gin St:” =0...1p
. . 2 : : . 3t+2 .

Din te [0, ﬂ rezulta 3“; Te E,%] siecuafia sin 22T = 0 nuare solutie.................... Ip
. . 5t-2 . ) . 5t— . . .
Din te [0, g] rezulta tg = [—%,116] st ecuatia  sin S are solutia t = 2?77 deci ecuatia
din enunt are solutia unica x = 2cos 2?71 .................................................................. Ip
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Subiectul 3 (7 puncte)

Fie 2,2, € C*, 2y # zy cu |z = |2,| = 1, 81 23 = 2z} — 2,2, + Z2.
a. Dati un exemplu de numere z,, z, € C, cu proprietdtile din enunt, astfel incit z; = 0. Aratati ca
exista o infinitate de numere complexe zy, z, cu proprietatile din enunt, astfel incét z; = 0.
b. Dati un exemplu de numere zy, z, € C, cu proprietatile din cnunt, astfel incét |z3] = 1. Aratati
cd existd o infinitate de numere complexe zy, Z,, cu proprietatile din enunt, astfel incat |z5] = 1.
c. Ardtati cd zy,z,, Z3 cu proprietatile din enunt, nu pot fi afixcle varfurilor unui triunghi
echilateral.

Solutie si Barem

2
a. IZZI:1:>zz¢0.23:0@212—2122+222:O¢:>(ﬂ) —?+1=0.Notﬁnd?=a
2 2

Z2
V3 ._ 1 . A3
—Sl@ ==—1"—.
2" 2 2

Luindz, = 1,z; = @, avemunexemplude z3 =z} —z;z, + zZ =a’ —a+1=0...1p

avem (12

— a + 1 = 0 ecuatie care are radacinile ¢ = %+ i-
Luind z; € C*,|z,| = 1 si avem o infinitate de astfel de numere complexe, ele fiind afixele
punctelor de pe cercul cu centrul in origine si de raza 1 si z; = az,, sau z; = @z, avem o
infinitate de numere complexe zy, z, cu proprietatile din enunt, astfel incat zz = 0. ........ Ip

b. Fieu,v €[0,2m),2z;, = cosu+isinw, z, =cosv +isinv, z3 = z? — 2,2z, + 23 =
cos 2u + i sin2u — (cos(u + v) + isin(u + v)) + cos 2v + i sin 2v =
=2cos(u +v) - cos(u — v) + 2isin(u + v) - cos(u — v) — cos(u + v) —isin(u +v) =

=(2cos(u —v) — 1)(cos(U 4+ V) + i SIN(U F U))eeriioeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, Ip

|z3] =1 & 2cos(u — v) — 1=12cos(u —v) — 1 = 1 sau

2cos(u—v)—1=-1.Daca2cos(u—v)—1=1ocos(lu—v)=lou=ve 2 =

Z, imposibil, conform ipotezei. Ramane ca 2cos(u —v)—1=-1cos(u—v) =0
3n —-n m 31 _r _r _ . E Lo T .

u—ve {—--2—,7,5,7}.Alegemu V= U=, v = 0,2, = cos + [sin_=1,2z, =

€os0 4+ ISINO0SI|Z3] = [12 =0 1A 12 = Lo, Ip

w m T . . m

Alegemu—v—z,u = v+;,z1 —cos(v+5)+l sm(v+5),

|z3] = |zf — 212, + 25| = |2cos(u — v) — )| - [(cos(u + v) + isin(u+v))| = |-1] =1

deci existd o infinitate de numere complexe z;, z,, cu proprietatile din enunt, astfel incat

LZ3 ] o Lttt ettt ettt ettt lp

¢. Presupunem ca z;, z,, Z3, cu proprietatile din enunt, pot fi afixele varfurilor unui triunghi

echilateral. Fie z; = cosu + isinu,u € [0,21),2, = cosv + isinv, v € [0,2n), 2, =
2 .. 2 .
cos (u + -g—r) + isin (u + ?n) ,1z3| = 1. Ca la punctul b) obtinemu — v €
3m - 3m) . 3 2 2m) 3 S .
{— f, —z—n, g, 7”} sipe de alta partcu —v € {?n, - ?”} Cele doua multimi au intersectia
multimea vida deci zy, z,, z3 nu pot fi afixele varfurilor unui triunghi cchilateral. ............ 2p
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Subiectul 4 (7 puncte)

Determinati functiile f: N — N cu proprietatea:
f(f(n + 1)) = f(f(n) + 1) = n + 4049, pentru orice n € N .

Solutie si Barem

Fieny,ny, € Nastfelincat f(ny) = f(ny) = fnp) +1=f(ny) + 1= f(f(ny) + 1) =
f(f(ny) + 1) = ny +4049 = n, + 4049 = ny = n,, deci functia f este injectiva............... 2p

Din injectivitate si f(f(n + 1)) =f(fn)+ Drezultda f(n+1) =f(n)+1,VnE€N........ Ip

Atuncidin f(n+ 1D =fm)+1L,vneNrezulta f(n) =f(n—-D+1=fn—-2)+1+1=
f(n=2)+2=-=f()+n—-1=f(0)+n. Deci f(n) =fO0)+nVneN ... Ip

Avemn +4049 = f(f(M)+ D =fO)+ f)+1=fO)+f0)+n+1=
4049 = 2£(0) + 1= f(0) = 2024 e 2p

Singura functie care verificd enuntul este f:N = N, f(n) = 2024 + Neeeevvevveeeeerecieeen lp
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 8.02.2025
Judetul Buzau
CLASA a Xl-a

Subiectul 1 (7 puncte)

n-a,
Sa se calculeze limita: lim , unde

noe D 14522483 +..+Bn-1)-n’

im sinx+2sin2x+3sin3x+....+nsinnx
a = .

=30 X

Solutie si Barem

sinx+2sin2x+3sin3x+....+nsinnx sinx ., sin2x , sinnx

a, =lim = lin +2°- Y =
x—=0 X \—)U X 2X nx
:12+22+...+n1:W. ........................................................................................ 3p
6
214522 +8-3%+...+Bn—1)-n’ —Z(Sk—l) k*=3- Zk >k =
k=1

_3 n(n+1) ? _n(n+D)2n+l) _n(n +1)(9n° +5n-2) 3

5 . 5 e et et et s ettt e ereens 3p
lim na, tim D) A e Ip
i >’2 1+5-2°+8-3+..+@Bn—-1)-n" 90 +5n-2 9
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Subiectul 2 (7 puncte)

2 2025 2024
Fie matricea 4 = 0 5 | Rezolvati ecuatia X"+ X = A4, unde X € M,(R).

Solutie si Barem

Deoarece (X2°24+X)-X: X-(Xz“24 +X)-X:> AX =X A (5 oo, Ip
. _f(a b ek <
Fie X = (C d)’ a,b,c,d € R, o solutie. Din (*) rezulta
2a+2025¢ 2b+2025d _[2a 2b+2025a 5
” 24 Tl g pasaag | p
. . a b
de unde rezultd c=0si d=a, deci X = (0 J .......................................................... Ip
a
" n—lb o 2024 2024 ZOZSb
iar prin inductie, X" = @ ,deci X2 =| ¢ ,f; o | s Ip
0 a” 0 a™
Cum X*™ + X =4 rezultdi ™™ +a=2=a=1 si 2024a™>b+b=2025 adica b=1.
1
Asadar, X = e e 2p
0 1
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Subiectul 3 (7 puncte)

19 30).

Determinati toate matricele A € M,(R) cu proprietatea cd A3 = (_45 “n

Solutie si Barem

Avem det(4%) = | 17 %) | =19-71+45-30 = ~1349 + 1350 = 1 & (det 4)* = 1 si cum
det A € Rrezultd detA = Tttt ettt et as e ens Ip
Conform Teoremei Hamilton- Cayley avem A% — t - A+ (detA) - I, = 0,, unde t = Tr(A) este
urma matricei A. REZUIA A% = 1A — Lyuoroeeeeeeeeceeeeeeeeeee et en s r s Ip
A=t A —A=t (t A=) —A=(t2 = 1) A =t Do 1p

Anci 19— 71 =Tr(A3) =Tr((t* - 1D -A—t- L) =Tr((t* - 1) -A) = Tr(t-I,) =
-1 TrA)——-t-Tr()=*-1)-t—-t-2=t3-3-tot3-3-t+52=0...2p

t3-3-t+52=0=t3+64-3t—12=0= (t+4)-((t=2)>+9) = 0. Cum
(£ =2)2 49 F 0,V EE RTCZUNA L = —Leeeoeeeeeeeeeeeeee e eee e ee et et eee e erenerens 1p

Din(_1495 _:_37(,)1)=A3:(tz—l)-A—t-Izz15-A+4-12rezulté

(A R GO ) ) o
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Subiectul 4 (7 puncte)

Determinati cel mai mic numar k € R, astfel incat

V3 + V32 + V33 + - +3/3771 < k(n — 1) oricare ar fi numarul natural n > 2.

Solutie si Barem

V3+ V324 V3344 V3T

Relatia din enunt se mai scrie: <k,VneN,n= 2.

n-1
. - . . nre— . Xp+Xg+ X
Consideram sirurile (xX,)ps2 $i (B)ns2 > unde x,, = V371 si 3, = ——2—% ....................... Ip

n+1)-1 _ n-1 . — n-1 . .
Deoarece 2T S n? >n? — 1, sirul (x,)ps2, X, = V31 = 377 este strict crescator. 1 p

Xp X3+ +Xn+Xney  Xptxztotxn . (M-Dxppq—Xo—X3— =X

Y1 = Yn = n n—-1 n(n-1)

Xn+1~X2+Xnt1—Xg++Xny1—Xn Xp+Xz+- 42Xy

> 0, decisisirul st (Vn)ns2, Yn = este strict crescator.....1 p

n(n-1)
n-1 lim =2
Avem lim x), = M 3 n = 3n-0 1 = 3 Ip
n—-oo n-—-00

Cu Teorema lui Cesaro-Stolz avem:

. . XptxgHetx . (xptxgt XX ) (0 Fxz X .

lim y, = lim 2——2 = |im 2= ntXnya)= (X2 ")=llmxn+1:3 ....................... 2p
11—00 11—00 n—1 n—oo n—(n—l) n—-o00

Rezultd k = 3 si ccl mai mic numdr k € R astfel incét relatia din enunt sa fic adevarata este 3......1 p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8.02.2025
Judetul Buzau
CLASA a XII-a

Problema 1

Fie (G,-)un grup multiplicativ cu elementul neutru e € G . Dacd a,b € Gcu proprietitile

3 : 2 -2 4 = s 63
a =esi a’ba” =b", aratati cd b =e.

Solutie si barem orientativ

a’ba” =b'=a’b=b'a’ =>ab=ab'a’ =>b=ab’a’ =>ba=ab* = ... 2puncte
= b*a=bba=b(ba)=b(ab")=(ba)b’' =ab'b' =ab* = ... 2 puncte
bla=ab'® = b a=ab” => b G=aD™ => ..o 1 punct

= a(ba)=a’b" = (ab')a=a’b" = (b'a)a=a’b” = b'a’ =a’b" > a’b=a'b* >b=bp" =" =¢

............................................................................................................................................... 2 puncte
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Problema 2

Fie f: R = R o functie derivabila cu derivata bijectiva. Aratati ca inversa functiei f’
admite primitive.

Solutie si barem orientativ

Daca f este derivabild atunci f' are proprietatea lui DarbouxX............................... 1 punct
f' are proprietatea lui Darboux si este si injectiva rezultd ca f” este strict monotond ...2 punct
[ este strict monotond si este si surjectiva rezultd cd f” este continua .................... 2 punct
/" este strict continua si este si bijectivd rezultd ca (f’ )™ este continui si bijectiva....1 punct

(f' )~" este continud deci (f' ) ™1 are primitive. . .........oeeeeeee e 1 punct
p p
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Problema 3

|
= 1
Sa se calculeze IT(ix :
0 27 +1

Solutie si barem orientativ

Notand
f=1—-x=dx=—dt, , :
x=0=>r=1, sicu I:I?dx .............................. 2 puncte
027 +1
x=1=r=0
1 I 1 1 I I 1 72[—[
obtinem: /= dx = df = dr = —= 52 | S 2 puncte
5 _(‘)‘22.\‘-—] + l b“ 22(171)71 + 1 .([ 21‘2[ + ] '(i)‘ 1+ 22!—! p
i L A2l !
1 2
I+1= I——;:———dx | = Jld\f = 2 puncte
0277 +1 o 1+27 0
=17 ——l Lpunct
e p
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Problema 4

Fie G un grup comutativ finit cu elementul neutru e. Dacd x° = e pentru mai mult de

jumitate din elementele grupului, atunci x” =e pentru orice element x € G.

Solutie si barem orientativ

Notim cu // multimea acelor elemente pentru care se verifica egalitatea din ipoteza,
H={xeG/x’ =e} sidemonstrim cd (H,") <(G,").couuurrrecrmurrrimmmmrrersrmmreesssrsrnen 1 punct

Avem:
1.H # ® deoarece ec H .

- _1\2 ; N2 -1 _ . .
2.Daca 2:)»2:e::>(xv‘) zxz(y ') :xz(v‘) =e-e=e=>xy ' € H sideci

X
(H,-)S(G,-) ......................................................... 3 puncte

Conform teoremei lui Lagrange k/n = (3)p € N cu n= pk . Rezulta
pk=n<2k= p=1=k=n= H =G sideci relatia este verificata de toate elementele din G

....................................................................................................................... 2 puncte
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