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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Problema 1 (autor *** SGM nr. 10/2024 si *** SGM 11/2024)

a) Fie 4 o multime de numere reale care este parte stabild in raport cu inmultirea numerelor
reale. Fie B si C doud submultimi nevide ale lui 4 astfel incit BNC =T si BUC = 4. Se stie ca
abc € B, pentru orice a,b,c € B si abc € C, pentru orice a,b,c € C . Aritati ca cel putin una dintre
multimile B si C este parte stabila fatd de inmultire.

b) Fie (G,-) un grup si a,b doud elemente distincte ale sale astfel incit G\ {a,b} este un

subgrup al grupului (G, ) . Demonstrati ca G are cel mult 4 elemente.

Detalii rezolvare Barem

asociat
a) Presupunem contrariul: exista x,y € B si s, € C astfel incat xy e C si

2p

steB
Atunci xyst = (xy)st € C si xyst =xy(st)e B — contradictie 2p
b) Fie xe G\{a,b,e} . Atunci xa#a si xa ¢ G\{a,b} (dacd xa e G\{a,b}, 5
atunci am avea xa =t ,deunde a =x't € G\{a,b} — fals), deci xa=b P

Reiese cd x = ba , deci G nu poate avea decat elementele e, a,b si, 1
p

eventual, ba’

Problema 2 (autor ***)

Fie functia f:R - R, f(x)szre“3

a) Demonstrati ca nicio primitivd a lui f nu este bijectiva.

b) Demonstrati ca existd o primitivd F' a functiei f astfel incat toate primitivele functiei F

sa fie bijective.

Nota. Pentru toate primitivele din problema, domeniul de definitie si codomeniul sunt multimea
numerelor reale.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Functia f este continua, strict crescatoare, f (O) >0 ( )< 0, deci

exista x, astfel incat f(x)Z 0 pentru x € [xo,oo) si f( )< 0 pentru 1p

xe(—oo,xo]

Reiese cd, daca F este primitiva alui f, atunci F (x) >F (xo), deci F nue
surjectiva
b) Adunand, eventual, o constantd, obtinem o primitivd F a lui f astfel Incat

2p

F, (xo) =1, deci F, (x) >0, oricare ar fi numarul real x. Atunci orice primitivd |  2p

G alui F| este strict crescdtoare, deci injectiva




Din teorema lui Lagrange reiese G (x) -G (xo ) = (x - X, ) G (cx) > Xx—Xx, pentru

x> x,, deci limG(x) =00 ; analog G(x)—G(xo) <x-Xx, pentru x <x,, de unde 2p

lim G(x) =—0 i, cum G este continud, deducem cad G este surjectiva.

X—>—00

Problema 3 (autor ***)

Fie n un numar natural si (G,-) un grup cu 2n+1 elemente, astfel incat existd o functie

f:G— G cu proprietatea f(xf(xy)) = yf(xz) , oricare ar fi x,y e G. Aratati cad grupul este

abelian.

Detalii rezolvare Barem

asociat
Pentru x =e obtinem f ( f(y ) 1p
Cum functia g:G—> G g(t) tf ( ) este bijectiva, rezultd cd f este bijectiva 1p
Pentru y =e obtinem f(xf(x)) ( ), deci xf(x) =x’, de unde

2

f (x) =x,VxeG P
Din ipoteza obtinem acum x’y = yx°, de unde (inductiv) x*""*y = yx*"** si, cum 3
ordinul grupului este 2n+1, reiese xy = yx,Vx,ye G P

Problema 4 (autor ***)

Fie f,g: [0, oo) — R douai functii continue si crescitoare. Ardtati ¢, pentru orice numar real

x>0, v [£(0)g()dr> [£ () [g (1) dr.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Functia F:[0,50) >R, F(x)=x[f (1)g(r)de— [ £ (e)de- [g (¢)d este
) 0 0 ) 0 ) 3p
derivabila si F'(x) = [ (¢)g(t)dt+xf (x) g (x)~ £ (x) [g(t)dt—g (x) [£ (¢)dt
Avem F(x) = [( (1)~ (1) 2 (1) + 2 (x)[(/ (x) ~ (1)) i =
) 0 0 3p
= J.(f(x)—f(t))(g(x)—g(t))dl >0, deci F este crescitoare
Cum F (0) =0, rezulta concluzia ceruta 1p

Observatie. Putem da si o solutie folosind sume Riemann: pentru # numar natural nenul ludm
x 2x nx . . x  (n-1)x

diviziunea 0,—,—,....,—, punctele intermediare 0,—,...,——— si obtinem pentru integralele
non n n n

n—1 b .
din enunt sumele Riemann S=Z&, respectiv T = Z Z—, unde a, = f [zj

i—0 N -1 N o

ix . Lo . .
bi=g(—). Cum q,<...<a,, si b,<...<b,_,, folosind inegalitatea de rearanjare avem
n



n—1( n-1 n—1
Zal. Zbl. = Z(;(;aibwj < nz(;al.bi (indici luati modulo 7), deci xS >T ; trecand la limita dupa
J=0\ i= i=

n — oo obtinem concluzia.



