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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazia conform baremului.

Problema 1 (autor Cristi Savescu, SGM, nr. 9/2024)

) n+1 n
Fie a E(O,OO). Calculati, In functie de a, hm({a- }—i—{a- l}j’ unde {x}
n—>c0 n n+

reprezintd partea fractionara a numarului real x .

Detalii rezolvare Barem
asociat
mot | p+1 n n+l1 n n+1 n
X, =4a +4a =a +a —la —|a ,n=1 1p
n n+1 n n+1 n n+1
) n+1 . n
lima =lima =a 1p

n—om n n—o  p 4 1

3 ' . ! . .on+l o m ,
Dacd a ¢ N', atunci existd p € N astfel incat a st a N apartin
n n+

intevalului ([a],[a] + 1) pentru orice n = p, deci |:a . n,-: 1:| — |:a . n?.1:| =

3p

:[a] pentru orice77 2 p . Obtinem X, =a - n+l +a- " —Z[a] pentru
n n+l

oricen = p, deci limx, :2(a—[a]):2{a}

n—»o0

1
<a+lsia—-1<a < a, pentru orice

n n+1

. n
Daci a € N*, atunci a < a

| on+l . n : :
n>a,deci|a =asi|la 1 =a —1 pentru orice n > a . Obtinem 2p
n n+

n+1 n ) L.
+a —2a+1 pentruorice n>a,deci limx, =1

n n+l1 n—

X =d

n




Problema 2 (autor Marian Andronache)

Fie AeM, ((C) cu det(A) =1 si cu proprietatea cd pentru orice BeM, ((C) existi
k € N” (care depinde de B) astfel incat A*B = BA". Aritati ciexista peN" cu 47 =1,.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Din teorema Hamilton -Cayley rezulti, inductiv, ca pentru fiecare k € N exista 1
a,,b, € C astfel incat A" = a,A+b.1, P
. . a b I 0)
Daci a, # Opentru oricek e N", fie 4= , X = si
c d 0 0
0 1 . ‘ ‘
Y= 0 ol Cum existd ke N cud” X = X4", obginem(akA—i-bk]z)X: 2
a 0 a b
=X(akA+bk12),deciAX=XA.Rezulté = , deci
c 0 0 0
b=c=0
Din AY =YA obtinem a =d ,deci A=al, 1p
Cum 1=det(A):az,rezultei/l2 =1, 1p
Daci existd k € N"cu a, =0, atunci A" = b1, i, cum 1= det" (A) =
k 2 2k 2p
=det(4")=det(b,1,)=b’ . rezults 4™ = 1,.

Problema 3 (autor Marian Andronache)

S . 2 .
Se considera sirul convergent (xn) cux,eRsix,  =x"—6,oricarearfi ne€N.
> n>0 0 > n+l n

Aratati ca exista k € N astfel incat x, = x, , oricarear fi n >k .

Detalii rezolvare Barem
asociat
Fie / =limx, € R. Din relatia de recurenta rezulta [° — —6=0 , deci
X—>0 lp
le {—2, 3} .
Presupunem ca x ,, # x, pentruorice n € N.Cum x,,, —x, = xn2 - xn_l2 =
: Ip
= (xn —xn_l)(xn +xn_1), obtinem |x, ., —x, =[x, —x,|[Xx, +X,,|, n=1.
Cum §irul<‘xn +Xx, ) , este convergent citre 4 sau 6, rezultid ci existd p € N )
nz
astfel incat ‘xn +x,,|=3, pentru orice n 2 p, deci ‘xn =X |=3|x, —x, | 3p
pentru orice 1 = p.




Prin inmultirea acestor inegalitati obtinem ‘xn I ks X, = qu‘ pentru
orice n = p.
Cum ‘xp — pr‘ >0, rezulta ca )ICLIE X, — X, |=00, fals, pentru ca
. N 1
lim|x,, —x,[=0. p
X—>0
Rezultd ca exista k € N cu x,,, =x,,deci x, =X, oricarearfi n>k
Ip

Problema 4 (autor Flavian Georgescu)

FieA,B,C,DeMZ((C) cu z‘r(A)ztr(B)ztr(C)=tr(D)¢O sid+B =

=C’+D’.
a) Aratati ca det(A4) +det(B) =det(C) + det(D)

b) Aritati ca (A—B)2 =(C—D)2dac€1 si numai daci det(A+B) = det(C+D).

Detalii rezolvare

Barem
asociat

a)Notdm cu ¢ urma celor patru matrice. Din teorema Hamilton-Cayley rezulta
A’ =14* —det(A)- A=t(tA—det(A)-1,)—det(A4)- A=
= (£ —det(4)) A—tdet(A4)-1,, deci tr(4°)=£ =3tdet(A) si relatiile | 5,
similare pentru matricele B,C si D.
Cum tr(A’)+tr(B)=tr(4 +B*)=tr(C’+ D*)=tr(C*)+tr(D*) si .
t#0, rezultd det(A) +det(B) =det(C) + det(D).
b)Cum Z‘I’(A —B) = tr(C—D) =0, rezultd cé(A —B)2 = det(A —B) -1, s
(C—DY =det(C—D)-1,, deci (A-B)’ =(C~- D)’ < det(4-B)=
=det(C—D). Cum det(4 + B) + det(A4 — B) =2(det(A) +det(B)) = 3p

=2(det(C) +det(D)) = det(C + D) + det(C — D), rezulta ca
det(A—B)=det(C— D)< det(A+B)=det(C+D),side aici

concluzia.




