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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Problema 1 (autor *** SGM nr. 10/2024)
a) Daca n este un numar natural nenul si z este un numar complex de modul 1,
demonstrati cd |1+ z |+ |14z |+|1+z*"" [ > 2.
b) Determinati valoarea minimd a sumei
101214z [+ 14+ 22 [+ |1+ 27 |+ 4|14+ 27 |+ | 1+ 22
cand z parcurge multimea numerelor complexe de modul 1.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) [1+z|+|1+ 2" 2|1+ z—(1+ 2" =] z || 1- 2" |=|1-2*" | 2p
[T+ z|+ |1+ 27 |+ |1+ 22 2| 1=2°" |+ |1+ 27" |21+ 2" +1-2"" |=2 1p
1012
b) Suma este S=>" (|1+2]+[1+ 2" |+[1+27"[)>2:1012 =2024 2p
k=1
Pentru z =—1 obtinem § =2024, deci minimul cerut este 2024 2p

Problema 2 (autor Mihail Baluna)
Determinati tripletele de numere naturale (a,b,c), pentru care numerele log, (b+c),
log,(c+a) st log.(a+b) sunt naturale.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Existenta logaritmilor impune a,b,c > 2 ; de aici reiese a® >2a, b* > 2b, 1

c?>2c P

Daci toti logaritmii sunt > 1, atunci ei sunt cel putin 2, deci b+c>a” si

analoagele, de unde, prin adunare, 2a +2b+2c > a” +b” +¢*, ceea ce duce la 2p

a=b=c=2

In caz contrar un logaritm este 1 deci, de exemplu, a=b+c. Reiese

log,(b+2c)22, log,(2b+¢)22, de unde 3b+3c2b’+c’, sau| 3p

(2b—3)* +(2c—3)* <18, cecace ducela h<3, c<3.

Verificand posibilitdtile obtinem b=c=3, a=6 si analoagele, deci avem si 1

solutiile (6,3,3), (3,6,3) si (3,3,6) P




Problema 3 (autor ***)
Determinati toate functiile /' :R — R care sunt injective si indeplinesc conditia:

f(x+ f(y))= f(x+y)+1, oricare ar fi numerele reale x si y.

Detalii rezolvare Barem
asociat

JEa+f) =G+ +1=f(y+x)+1=f(y+ f(x),deci x+ f(y)=y+ f(x)

,oricare ar fi x, y e R, ceea ce aratd cd g(x)= f(x)—x este constantd 4p
Punand f(x)—x=c rezultd x+ y+2c=x+y+c+1,deunde c=1 2p
Functia datd de formula f(x)=x+1 convine 1p

Problema 4 (autor ***)

a) Aratati ca existd un numar natural g pentru care numarul 4= i/ 7+a + 3/ 7-Ja
este natural.

b) Exista un numar natural b pentru care numarul B = \/ 7+3b + \/ 7-3/b este natural?

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Avem A’ =14+3A43/49—a , deci /49 —a trebuie si fie rational, de unde

reiese ci 49 —a trebuie sa fie cub perfect, iar 34 trebuie sa divida 4’ —14.
Aceasta se Intdmpla daca a =50; in acestcaz 4=2. 3p

Observatie. Daca observam ca (1+ V2 Y =7+ 542, putem ,,ghici" direct ca
a=50.

b) Avem B’ =14+2\/49—3/b—2 , deci daca B este natural, atunci b este
numar natural

2p

In acest caz b este cub perfect: b=k’ k e N, iar 49— k> este patrat perfect.

Singura posibilitate este £ =7, dar in acest caz B = V4 ¢N. Asadar, raspunsul 2p
este ,,NU".




