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BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 
 

Subiectul I – soluție orientativă 

a) 𝑿 = (
𝒂 𝒃
𝒄 𝒅

) ∈ 𝑴𝟐(ℝ). Din condiţia 𝑿𝑨 = 𝑨𝑿 se obţine   

(
𝒂 𝒃
𝒄 𝒅

) (
−𝟐 𝟎
−𝟒 𝟐

) =(
−𝟐 𝟎
−𝟒 𝟐

) (
𝒂 𝒃
𝒄 𝒅

) ⇒ (
−𝟐𝒂 − 𝟒𝒃 𝟐𝒃
−𝟐𝒄 − 𝟒𝒅 𝟐𝒅

)=(
−𝟐𝒂 −𝟐𝒃

−𝟒𝒂 + 𝟐𝒄 −𝟒𝒃 + 𝟐𝒅
) 2p 

⇒ b = 0, d = a - c ⇒ 𝑿 = (
𝒂 𝟎
𝒄 𝒂 − 𝒄

), 𝒂, 𝒄 ∈ ℝ 2p 

b) Se demonstrează faptul că matricea X căutată, verifică XA=AX 1p 

⇒ 𝑿 = (
𝒂 𝟎
𝒄 𝒂 − 𝒄

), 𝒂, 𝒄 ∈ ℝ  

𝑿𝟑 = (
𝒂𝟑 𝟎

𝟑𝒂𝟐𝒄 − 𝟑𝒂𝒄𝟐 + 𝒄𝟑 (𝒂 − 𝒄)𝟑) 1p 

Ecuaţia dată devine: 

(
𝒂𝟑 − 𝟑𝒂 𝟎

𝟑𝒂𝟐𝒄 − 𝟑𝒂𝒄𝟐 + 𝒄𝟑 − 𝟑𝒄 (𝒂 − 𝒄)𝟑 − 𝟑(𝒂 − 𝒄)
) = (

−𝟐 𝟎
−𝟒 𝟐

)  
 

Din condiţia 𝒂𝟑 − 𝟑𝒂 =  −𝟐, obţinem 𝒂 ∈ {−𝟐, 𝟏}  

i. Pentru 𝒂 = −𝟐, obţinem 𝒄 ∈ {−𝟒, −𝟏} 

𝑿𝟏 = (
−𝟐 𝟎
−𝟒 𝟐

) ,  𝑿𝟐 = (
−𝟐 𝟎
−𝟏 −𝟏

) 
 

ii. Pentru 𝒂 = 𝟏, obţinem 𝒄 ∈ {−𝟏, 𝟐} 

                            𝑿𝟑 = (
𝟏 𝟎

−𝟏 𝟐
) ,  𝑿𝟒 = (

𝟏 𝟎
𝟐 −𝟏

) 
1p 

 
Subiectul II – soluție orientativă 

 𝟏 ≤ 𝟏! + (𝟐!)𝟐 + ⋯ + (𝐧!)𝐧 ≤ 𝐧(𝐧!)𝐧 2p 

𝟏 ≤ √𝟏! + (𝟐!)𝟐 + ⋯ + (𝐧!)𝐧𝐧𝟑

≤ √𝐧𝐧𝟑
⋅ √(𝐧!)𝐧𝐧𝟑

  

𝟏 ≤ √𝟏! + (𝟐!)𝟐 + ⋯ + (𝐧!)𝐧𝐧𝟑

≤ √𝐧𝐧𝟑
⋅ √𝐧!

𝐧𝟐

 1p 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝒏𝒏𝟑
= 𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞
( √𝒏𝒏

)
𝟏

𝒏𝟐 = 𝟏𝟎 = 𝟏 1p 

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝒏!
𝒏𝟐

= 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

 ⅇ𝒍𝒏 √𝒏!
𝒏𝟐

= ⅇ
𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞

𝒍𝒏 𝒏!
𝒏𝟐 = ⅇ

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒍𝒏 𝟏+𝒍𝒏 𝟐+⋯+𝒍𝒏 𝒏
𝒏𝟐  

𝒂𝒏 = 𝒍𝒏 𝟏 + 𝒍𝒏 𝟐 + ⋯ + 𝒍𝒏  𝒏, 𝒃𝒏 = 𝒏𝟐, 𝒏 ≥ 𝟏 

1p 

Cum şirul 𝒃𝒏 = 𝒏𝟐, 𝒏 ≥ 𝟏 este strict monton şi nemărginit, calculăm:  
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 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒂𝒏+𝟏−𝒂𝒏

𝒃𝒏+𝟏−𝒃𝒏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞

𝒍𝒏(𝒏+𝟏)

𝟐𝒏+𝟏
 

Din lema Cesaro-Stolz ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝒏!
𝒏𝟐

= ⅇ                         
𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞

𝒍𝒏(𝒏+𝟏)

𝟐𝒏+𝟏 = ⅇ
𝒍𝒊𝒎

𝒏→∞

𝐥𝐧
𝒏+𝟐
𝒏+𝟏
𝟐 = ⅇ𝟎 = 𝟏 1p 

În concluzie, 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝒏𝒏𝟑
⋅ √𝒏!

𝒏𝟐

= 𝟏 ⋅ 𝟏 = 𝟏 şi conform criteriului cleştelui rezultă că:  

             𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝟏! + (𝟐!)𝟐 + ⋯ + (𝒏!)𝒏𝒏𝟑

= 𝟏 
1p 

 
Subiectul III – soluție orientativă 

a) 𝑨 = 𝑩 + 𝑩𝑨 − 𝑨𝑩 − 𝑨𝑩𝑨 ⇔ 𝑨 = 𝑩(𝑰𝒏 + 𝑨) − 𝑨𝑩(𝑰𝒏 + 𝑨) 1p 
⇔  𝑨 = (𝑰𝒏 − 𝑨)𝑩(𝑰𝒏 + 𝑨) (𝟏)  

𝑰𝒏 = 𝑰𝒏 − 𝑨𝟕 = (𝑰𝒏 − 𝑨)(𝑰𝒏 + 𝑨 + 𝑨𝟐 + ⋯ + 𝑨𝟔) ⇒ 𝒅ⅇ𝒕(𝑰𝒏 − 𝑨) ≠ 𝟎  

𝑰𝒏 = 𝑰𝒏 + 𝑨𝟕 = (𝑰𝒏 + 𝑨)(𝑰𝒏 − 𝑨 + 𝑨𝟐 − 𝑨𝟑 + 𝑨𝟒 − 𝑨𝟓 + 𝑨𝟔) ⇒ 𝒅ⅇ𝒕(𝑰𝒏 + 𝑨) ≠ 𝟎 1p 

Din (𝟏) ⇒  𝟎 = 𝒅ⅇ𝒕 𝑨 = 𝒅ⅇ𝒕(𝑰𝒏 − 𝑨) ⋅ 𝒅ⅇ𝒕 𝑩 ⋅ 𝒅ⅇ𝒕(𝑰𝒏 + 𝑨) ⇒ 𝒅ⅇ𝒕 𝑩 = 𝟎 1p 

b) 𝑩 = 𝑨𝟐 ⇒ 𝑨𝟒 + 𝑨 − 𝑨𝟐 = 𝑨𝟑 − 𝑨𝟑 ⇒ 𝑨𝟒 + 𝑨 − 𝑨𝟐 = 𝑶𝒏 ⇒ 𝑨𝟒 + 𝑨 = 𝑨𝟐| ⋅ 𝑨𝟑 1p 

𝑨𝟕 + 𝑨𝟒 = 𝑨𝟓 ⇒ 𝑨𝟒 = 𝑨𝟓| ⋅ 𝑨 ⇒ 𝑨𝟓 = 𝑨𝟔| ⋅ 𝑨 ⇒ 𝑨𝟔 = 𝑨𝟕 ⇒ 𝑨𝟔 = 𝑶𝒏 1p 

⇒ 𝑨𝟒 = 𝑨𝟓 = 𝑨𝟔 = 𝑨𝟕 = 𝑶𝒏 şi 𝑨 = 𝑨𝟐| ⋅ 𝑨, 𝑨𝟐 = 𝑨𝟑| ⋅ 𝑨, 𝑨𝟑 = 𝑨𝟒 = 𝑶𝒏 1p 

⇒ 𝑨 = 𝑨𝟐 = 𝑨𝟑 = 𝑨𝟒 = 𝑶𝒏 ⇒ 𝑨 = 𝑶𝒏 1p 

 
Subiectul IV – soluție orientativă 

Se arată prin inducţie matematică faptul că 𝒙𝒏 > 𝟎, ∀𝒏 ∈ ℕ 1p 

𝒙𝟏 =
𝒙𝟎 + 𝟏

𝟐𝒙𝟎 + 𝟑
=

𝟐

𝟓
< 𝒙𝟎 1p 

𝒙𝒏+𝟏 − 𝒙𝒏 =
𝒙𝒏 + 𝟏

𝟐𝒙𝒏 + 𝟑
−

𝒙𝒏−𝟏 + 𝟏

𝟐𝒙𝒏−𝟏 + 𝟑
=

𝒙𝒏 − 𝒙𝒏−𝟏

(𝟐𝒙𝒏−𝟏 + 𝟑)(𝟐𝒙𝒏 + 𝟑)
, ∀𝒏 ≥ 𝟏 1p 

⇒ 𝒔𝒈𝒏(𝒙𝒏+𝟏 − 𝒙𝒏) = 𝒔𝒈𝒏(𝒙𝒏 − 𝒙𝒏−𝟏), ∀𝒏 ≥ 𝟏  

Atunci  𝒔𝒈𝒏(𝒙𝒏+𝟏 − 𝒙𝒏) = 𝒔𝒈𝒏(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎) < 𝟎, ∀𝒏 ∈ ℕ ⇒ (𝒙𝒏)𝒏≥𝟎 strict descrescător 1p 

Cum (𝒙𝒏)𝒏≥𝟎 este mărginit inferior de 0, rezultă că el este convergent 1p 

⇒ ∃𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒙𝒏 = 𝒍 ∈ ℝ ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒙𝒏+𝟏 = 𝒍  

Trecem la limită în relaţia de recurenţă: 𝒍 =
𝒍+𝟏

𝟐𝒍+𝟑
⇒ 𝟐𝒍𝟐 + 𝟐𝒍 − 𝟏 = 𝟎  

⇒ 𝒍 =
−𝟏 ± √𝟑

𝟐
 1p 

Cum 𝒙𝒏 > 𝟎, ∀𝒏 ∈ ℕ ⇒ 𝒍 ≥ 𝟎 ⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒙𝒏 =
√𝟑−𝟏

𝟐
 1p 

 
Notă: Orice altă soluție corectă se punctează corespunzător                                         

Varianta 2 


