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Problema 1. Determinati numerele naturale z,y, z pentru care are loc relatia
2% —2Y — 2% =1023.

Solutie. Daca presupunem ca z,y,z sunt nenule, atunci membrul stang al egalitatii este
numar par, deci nu poate fi egal cu 1023. Atunci cel putin unul din numerele x, y, z este nul. 2p

Cum 2% = 2Y + 27 4+ 1023 deducem ca x > 11, deciavem y =0sau 2 =0. .............. 1p
Pentru z = 0 obtinem 2% — 2Y = 1024, de unde 2¥ - (2*7Y — 1) =210 (1) ............... 1p
Cum 2% — 2Y > 0, avem z > vy, deci 2°7Y — 1 este impar. Din (1) rezultd ci 2¥ = 219 si
227V —1=1,deundey =10siz =11 .. ... 2p
In mod analog se procedeaza pentru y = 0, deci solutiile problemei sunt x = 11,y = 10,2 =0
SAU T = 11,9 = 0,2 = 10, ..o 1p

Problema 2. a) Aratati ca numerele 12n + 13 si 13n + 14 sunt prime intre ele pentru orice
numar natural n.
b) Determinati numarul perechilor (a,b) de numere naturale pentru care exista un numar

12n 41
natural n astfel incit — L:g si 17a + 19b < 2024.
b 13n+14°

Solutie. a) Daca d este un divizor comun al numerelor 12n + 13 si 13n + 14, atunci d divide
numerele 13(12n 4+ 13) si 12(13n 4 14). oot 1p

Deducem ca d divide pe 13(12n + 13) — 12(13n + 14), adica d | 1. Asadar, d = 1, deci
numerele 12n + 13 si 13n 4 14 sunt prime intre ele. ........ ... . ... ... . ool 1p

12 13
b) Relatia & = =22 conduce la a(13n + 14) = b(12n + 13), deci 13n + 14 | b(12n + 13).

b 13n+14
Deoarece numerele 12n + 13 si 13n 4 14 sunt prime intre ele, rezulta ca 13n + 14 divide pe b.
Cum b # 0 (fiind numitorul unei fractii), exista k € N* astfel incat b = k(13n + 14) si atunci

B (1270 4 13) e 1p
Inlocuind a = k(12n + 13) si b = k(13n + 14) in relatia 17a + 19b < 2024, obtinem k(451n +
487) < 2024. Atunci 451n + 487 < 2024, de unde n <3 ... 1p
Pentru n = 0 obtinem k < 4, deci (a,b) € {(13,14), (26, 28),(39,42), (52,56)}............ 1p
Pentru n = 1 obtinem k < 2, deci (a,b) € {(25,27),(50,54)}. ... 1p
Pentru n € {2,3} obtinem k = 1, deci (a,b) € {(37,40), (49,53)}. ..., 1p

Problema 3. Spunem ca numerele naturale nenule m si n au proprietatea P daca pentru
orice divizor d; al lui m si orice divizor dy al lui n, numarul d; + dy este prim.

a) Aratati ca dacd m si n au proprietatea P si sunt diferite, atunci numarul m + n este
impar.

b) Determinati perechile (m,n) de numere naturale, cu m < n, care au proprietatea P.

Solutie. a) Analizam problema pentru 1 < m < n, cazul m > n tratandu-se analog.



e Daca m si n sunt impare, atunci m > 1 si n > 3. Luand d; = 1 si do = n se obtine
d1 + ds = n+ 1, care este numar par mai mare sau egal cu 4, deci compus, nu convine.1p

e Daca m si n sunt pare, pentru d; = 2 si do = 2 se obtine dy + do = 4, care este numar
COMPUS, IU COMVITIE. « t vttt vttt ettt ettt ettt ettt ettt ettt 1p

In concluzie m si n au paritati diferite, deci m + n este numar impar.

b) Daca m = n, atunci alegand d; = m si da = n obtinem d; + da2 = 2m care trebuie sa fie
Prim, deci 1 = 1 = L. o e 1p
Daca m < n, atunci sunt diferite si conform punctului anterior m si n au paritati diferite.

e Daca m par si n impar, atunci m > 2 si n > 3, si alegand d; = 1 si do = n obtinem
di +day =n+1 > 4, care este numar par, deci compus, nu convine.................... 1p

e daca m impar si n par, atunci m > 1sin > 2 si fie a € N* si b impar astfel incat n = 2%-b.

— Pentru a > 3 rezulta 8 divide pe n si alegand d; = 1 si d2 = 8 obtinem d; 4+ dy =9,
care este compus, deci NU CONVINE. ... ...ttt 1p
— Pentru a = 1 rezulta n = 2b, cu b impar.
* Daca b > 3, impar, atunci alegem dq = 1 si do = b si obtinem dy +do =b+1>4
numar par, deci compus, si nu convine.
* Daca b = 1 obtinem n = 2 si cum m < n, m impar, deducem ca m = 1, iar
solutia (m,n) = (1,2) verifica proprietatile din enunt. ....................... 1p
— Pentru a = 2 rezulta n = 4b, cu b impar.
* Daca b > 3, impar, atunci alegem d; =1 si da = b siobtinem d; +dp =b+1>4
numar par, deci compus, si nu convine.
+ Daca b =1 obtinem n = 4 si cum m < n, m impar, deducem ca m € {1, 3}, doar
solutia (m,n) = (1,4) verificand proprietatile din enunt. .................... 1p

In concluzie, solutiile sunt (1,1), (1,2), (1,4).

Problema 4. Se considera triunghiul ABC' cu <BAC = 54° si <ACB = 45°. Fie punctele
D pe segmentul BC si E pe segmentul AD astfel incat AD = AB si BE = BD. Notam
cu F' intersectia dintre BE si AC, si fie DM bisectoarea unghiului <ADF, unde M € AC.
Perpendiculara dusa din C' pe AB intersecteaza DM in G.

Aratati ca:

a) triunghiul ABF este isoscel;

b) CG = CM.

Solutie. a) Avem pe rand <ABC = 81°, iar in triunghiul isoscel ABD, XADB = < ABD =
81°, astfel ca ADAB = 18° si ACAD = SCAB —{DAB =36°.................oooiii... 1p

In triunghiul BED isoscel avem <BED = <BDFE = 81°, astfel ca <« DBFE = 18°, de unde
rezultd SABF = SABC — SEBD = 63°. .. .t 1p

In triunghiul ABF avem ¥ABF = 63° si <FAB = 54° astfel ci ¥AFB = 63°, adic
triunghiul ABF este isoscel cu AF = AB. ... i 1p



b) Deoarece AD = AB si AF = AB deducem ca AF = AD, adica triunghiul AFD este

180° — < FAD
isoscel cu XAFD = <ADF = 1807 = 3 AP = T 1p
2
. o < JADF
Deoarece DM este bisectoarea unghiului ADF rezultda <ADM = <F DM = = 36°.
In triunghiul AMD avem <MAD = <ADM = 36° astfel ¢ <CMD =72°. ............... 1p
Deoarece C'G este perpendiculard pe AB rezulta <ACG = 90° — <CAB =36°. ........ 1p
Astfel in triunghiul CMG avem SACG = 36° si <«CMG = 72°. Se obtine <CGM = 72°,
adica triunghiul CMG este isoscel cu CG = CM. ... e 1p



