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CLASA a XI-a — solutii
Problema 1. Se considerd matricea X € My(C) astfel incat X2023 = X2022. Demonstrati
cd X3 = X2
Gazeta Matematicd
Solutie. Notam d = det(X) si t = tr(X).

Din X293 = X2022 yezylts d2023 = d2°22, de unde obtinem d € {0,1}...............oooiii. 2p
Daci d = 1, atunci matricea X este inversabild, deci si matricea X 2922 este inversabild. Rezulta
X = I,. Astfel, relatia X3 = X2 este satisfacuta .............. . 1p

Daci d = 0, atunci din ecuatia caracteristica satisfacuta de matricea X, rezultd X2 =tX .. 1p
Avem X"t = "X, Vn € N* (demonstratie prin inductie). Ca urmare, t2022X = 2021 X sau

2021t — DX =0y, deunde t = 0saut =15a0 X = Og .o ovvvvniieeeeiiiiiiiaaaaaeeann, 1p
Daca t = 0, atunci X2 = Oy, deci X3 = X? = O,. Daca t = 1, atunci X? = X, deci X3 = X2
Daci X = Og, atunci X2 = X2 = Qg oo vt 2p

Problema 2. Fie un numar natural p > 2. Aratati ca sirul (z,,)n>1, definit prin ;1 =a >0

. . o D . . C e . ~
i relatia de recurentd x,4+1 = =, + [ , n € N*| este convergent si determinati limita sa in
L,

functie de valorile parametrului a. Notatie: [x] reprezinta partea intreaga a numarului real .

Solutie. Sirul (z,)p>1 are termenii strict pozitivi (verificare prin inductie). Exista k € N*
astfel incat xp > p. Astfel, daca presupunem prin absurd ca x, < p, Vn € N* obtinem
Tpy1 = Tp + 1, Vn € N*, de unde z,, > a+n — 1, Vn € N* (inductie). In particular,

Zpy1 > a+p > p. Contradictie. Notam kg = min{k € N*| z;, > p}. Cum [8} =0, Vx > p,
T

deducem x,, = zg,, Vn > ko (inductie), deci (x,)n>1 este convergent, cu lim x, = g, ... .. 3p
- n—oo
Determinam in mod explicit limita sirului (z,),>1 In functie de valorile parametrului a > 0.
Cazul 1. a € (p,00). Atunci Hm Zp =1 = G eovovveni e 1p
n—oo
Cazul 2. a € (0,1). Atunci 3 =a + [8] > {B} > p, deci lim x, =22 =a+ {B} ....... 1p
a a n—oo a

Cazul 3. a € [1,p]. Termenul general al sirului este de forma z,, = {a}+yy,, unde {a} € [0,1)
este partea fractionara a numarului a, iar y, € N* (inductie). Avem (z — 1)(z — p) < 0, pentru

oricare x € [1,p], de unde rezulta = + [B} <zx+ p < p+ 1, pentru oricare x € [1,p|. Prin
x x
urmare, daca x, € [1,p], atunci Tp41 <P+ Lo 1p

p+{a}, ac[l,p]\N

Atunci zg, € (p, p+1]N{{a}+k| k € N*}. Obtinem nh_)rroloxn =T, = { i ac{l2,. . . p}



Problema 3. Fie A € M,,(C) cu proprietatea AT = —A, unde A” este transpusa matricei
A.

a) Dacid A € M, (R) si A%2 = O, aritati ci A = O,.

b) Daca n este un numar natural impar si exista B € M,,(C) astfel incat matricea A este
adjuncta matricei B, aratati ci A% = O,,.

Solutie.
a) Fie A = (aij)lgi,jgn i A% = (mij)1§i7j§n. Din AT = —A, rezulta Gj; = —a45, pentru
1,7 =1,...,n (matricea A este antiSimetrica) ............oiiiiii i 1p

n n
Atunci my; = g a;jaj; = — g a;, 1=1,...n. Daca A = O, atumci my;; =0, i =1,...,n.
j=1 j=1

Cum A € M, (R), obtinem a;; = 0, pentru4,j =1,...,n. Prin urmare A=0p, ............ 2p

b) Conform ipotezei, A = B*, unde B* este adjuncta lui B. Cum n este impar, obtinem
det(A) = det (A7) = det(—A) = (—1)" det(A) = — det(A), de unde det(4) =0............. 1p
Rezulta det(BB*) = det(B)-det(B*) = det(B)-det(A) = 0. Atunci, din relatia BB* = det(B)1,,
deducem det(B) =0, decitang(B) <n— 181 BB* = Op v ovvviiiiiiiiiiii i 1p

Daca rang(B) < n — 2, atunci toti minorii de ordin n — 1 ai matricei B sunt nuli, deci
B* = Oy. Prin urmare, A2 = (B*)2 = Op oo ooi it 1p

Daca rang(B) = n—1, atunci B* # O, iar din inegalitatea rangurilor a lui Sylvester obtinem
rang(B*) < rang(BB*) + n — rang(B) = 1. Rezulta rang(B*) = 1, de unde (B*)? = tr(B*)B*.
Dar tr(B*) = tr(A) = 0 deoarece a;; = —a;;, i = 1,2,...,n. Rezultda A2 = (B*)2=0,,...... 1p

Problema 4. Fie functiile f,g : R — R, unde f este continua. Presupunem ca, pentru
oricare numere reale a < b < ¢, exista un sir (x,,),>1 convergent la b pentru care exista li_>m g(xn)

- n—0o0o

si are loc relatia
fla) < lim g(zn) < f(c).

a) Dati un exemplu de astfel de functii, pentru care g este discontinua in orice punct real.
b) Aratati ca, daca g este monotona, atunci f = g.

Solutie.
a) Consideram functiile f(z) =z, Va € R, §i g(x) = { ?+ X i E %\ .

discontinua in orice punct real. Fie numerele reale a < b < ¢. Exista un sir (z,,)n>1 de numere
rationale, convergent la b. Atunci li_>m g(xzp) = lim z, =b€ (a,c) = (f(a), f(c)) ...t 2p
n—oo n—oo

. Functia g este

b) Fie b € R un punct de continuitate al functiei g. Demonstram g(b) = f(b) prin reducere la
absurd. Daca g(b) < f(b) atunci, pe baza continuitatii lui f in punctul b, exista a < b astfel incat
f(a) > g(b). Atunci, pentru oricare sir (x,)n>1 convergent la b, avem nh_}rrolo g(xn) = g(b) < f(a),
in contradictie cu ipoteza. Dacad g(b) > f(b) atunci, pe baza continuitatii lui f in punctul b,
exista ¢ > b astfel incat f(c) < g(b). Rezulta ca, pentru oricare gir (z,),>1 care converge la
punctul b, avem nh—>120 g(xzyn) = g(b) > f(c), in contradictie cu ipoteza. Deci g(b) = f(b).

In concluzie, g(x) = f(z) in orice punct 2 € R in care functia g este continug............... 2p
Functia monotona g admite limite laterale finite in orice punct x e R...................... 1p
Fie x € R, arbitrar. Cum multimea punctelor de discontinuitate ale unei functii monotone este
cel mult numarabild, pentru oricare n € N*, exista u,, € (r —1/n,z) si v, € (x,z+1/n), puncte



de continuitate ale functiei g. Atunci lim g(¢t) = lim g(u,) = lim f(uy,) = f(x) si
t x n—o00 —

}1{2 g(t) = nh_)rglo g(vp) = nh_)rgo f(vn) = f(x). Astfel, }% g(t) = th\rr; g(t)

monotoniei lui g, rezulta g(z) = f(x)

Observatie. Functia f este strict crescatoare pe R.

= f(z), de unde, pe baza



