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CLASA a X-a — solutii

Problema 1. Fie a,b € R, a > 1, b > 0. Determinati cea mai mica valoare posibila a
numarului real o pentru care:

(a+b)*>a"+b, Vz>a.

Solutie. Relatia din enunt este echivalenta cu:

b\* 1\*
<1+> —b() >1, Vx> .
a a

........................................................................................... 3p
Considerand functia f : R = R, f(z) = (1+ 2)51: —-b (%)x, observam ca aceasta este strict
crescatoare, fiind suma a doua functii strict crescatoare................ ... .o oo 2p
Asadar, cum f(1) = 1, avem ca f(z) > f(1) = 1, pentru orice z > 1, iar f(z) < f(1) =1,
pentru orice z < 1, adica valoarea minima a lui aweste 1. ........ ... .o i, 2p

Problema 2. Fie ABC un triunghi inscris in cercul C de centru O si raza 1. Pentru orice
M € C\ {A,B,C}, notam s(M) = OH? + OH2 + OH2, unde Hi, Hy, H3 sunt ortocentrele
triunghiurilor M AB, M BC, respectiv MCA.

a) Demonstrati ca daca triunghiul ABC' este echilateral, atunci s(M) = 6, oricare ar fi
M e C\{A,B,C}.

b) Demonstrati ca daca exista trei puncte distincte My, My, M3 € C \ {A, B, C} astfel incat
s(My) = s(Ma) = s(Msz), atunci triunghiul ABC' este echilateral.

Gazeta Matematicd

Solutie. Consideram un reper ortonormat cu originea in O. Pentru orice punct Z din plan
vom nota cu z afixul acestuia.

a) Din relatia lui Sylvester avem hy = m +a+b, ho = m+b+csi hs =m+c+a. De

asemenea, fie h = a + b + ¢ afixul ortocentrului triunghiului ABC. ........................ 1p
Obtinem: B
s(M) = 6 + |h|> + 2mh + 2mh.
........................................................................................... 2p
Daca triunghiul ABC este echilateral, atunci h =a+b+ ¢ =0, deci s(M) =6. ........ 1p

b) Presupunem prin absurd ca triunghiul ABC nu este echilateral, ceea ce este echivalent
cu h # 0. Atunci, deoarece s(M1) = s(Mz), avem:

- - - — h

12 + 2mah + 271 h = B2 + 2mah + 2ok & Ti(my — ma) + h2— " = 0 & myms = —.

mims h
........................................................................................... 2p
Analog, obtinem ca miyms = % Deoarece m; # 0 obtinem mg = ms, ceea ce este o

contradictie cu My # Ms. Asadar, triunghiul ABC este echilateral ........................ 1p



Problema 3. Fie a,b,c numere complexe nenule de acelasi modul pentru care numerele
A =a+ b+ csi B = abc sunt reale. Demonstrati ca, pentru orice numar natural n, numarul
C,, =a™+b" 4+ c" este real.

Solutie. Fie o, 3,7y argumentele reduse ale numerelor complexe a, b, c.
Din abc € R va rezulta ca sin(a+ 5 +7) =0, adicd a + 8+ v = km, k € Z, deci putem scrie
v =km — «a — B pentru un anumit £ numar intreg.
Mai departe, din a + b+ ¢ € R avem sin« + sin 8 + sin-y = 0, deci sina +sin § = —sin~y =
—sin(km — a — f3), conducand la |sin a + sin 5| = | sin(a + B)|, ceea ce este echivalent cu
at+fp a-p :
cos | = |sin

2 2

a+6cosa+ﬁ]
2 2

| sin

Daca sin # = 0, va exista ¢, numar intreg, astfel incat O‘TJ“B = g, iar v = (k — 2q)m, deci

siny =0, ceea ce conduce la ¢ € R. ... . e 1p
Daca sin O‘—JQFB # 0, atunci | cos O‘TJ“B] = | cos aT_ﬁ\, de unde avem cos? O‘Tw = cos? L

=55, de aici
2 Y
rezultand cos(a+ ) = cos(a — f3), ceea ce conduce la sin asin 8 = 0, adica cel putin unul dintre

numerele a sau b este real. ... .. 1p
Prin urmare, cel putin unul din numerele a, b sau c este real. Fie acesta a. Din ipoteza, vom
obtine ca b+ ¢ € R, iar cum a este nenul, vom aveasibc ¢ R. ................. ... ... 1p
Daca b este real, atunci si c va fi real, deci C), este real pentru orice n € N. ............ 1p
Daca b € C\ R, atunci b si ¢ sunt radacinile unei ecuatii de gradul doi cu coeficienti reali,
deci b=¢. In concluzie, Cp, = a™ + 0" + " =a® + 0"+ b =a”+ "+ €R.............. 1p

Solutie alternativa.
. o _ 2
Fie |a| = |b| = [c| = r > 0. Pentru un numar complex z de modul r» > 0 avem z = .

Deoarece A este numar real, obtinem ca:

r2  r2 2 5 ab+bc+ca
=2 2 e

a+btc=a+b+c=—+—+ — R,
a b c abc
ceea ce implicad ab 4+ bc+ ca € R ..o 2p
Pentru n = 0 avem Cjy = 3, iar pentru n = 1 avem C; = A € R. De asemenea, pentru n = 2
avem Cy = A% —2(ab+bc+¢a) ER. ..ot 2p

Pentru n > 2 avem relatia de recurenta
Cpi1=A-Cp—(ab+bc+ca) - Cph_1+ B-Chp_a.
Prin inductie rezulta acum ca Cy,, € R, oricarear fin e N. ........ ... ... ... ... 3p

Problema 4. Fie n € N*. Determinati functiile f : R — R care verifica:

f@+y™) = F(f () +v*" ' f(w),

pentru orice z,y € R si pentru care ecuatia f(x) = 0 are solutie unica.

Solutie. Pentru y = 0, relatia din enunt se reduce la f(z) = f(f(x)), adica relatia din enunt
devine:

fla+y™) = fl@) +y*" ' f(y), Va,y R (1)



........................................................................................... 1p
Daca in (1) consideram = = 0 si y = 1, atunci f(0) = 0. Cum ecuatia f(z) = 0 are solutie
unicd, are loc implicatia:

fl)=0=z=0. (2)
........................................................................................... 1p
Punand z = 0 in (1), obtinem f(y*") = y**~1f(y),Vy € R, adica relatia (1) se rescrie:
fla+y*) = f(2) + f(y™), Va,y R (3)
T T R R TR 1p
In plus, " 1f(y) = f(*") = f((—y)**) = —y*" 1 f(~y),Vy € R, deci f este functie
11100102 P 1p

Considerand ¢ = %/y > 0, obtinem ca relatia (3) devine:
flz+t)=f(z)+ f(t), YxeR, t>0. (4)
Folosind imparitatea lui f, pentru ¢ < 0 obtinem:
Flo+1) = —f(—z — ) = —(f(—2) + F(=t)) = F(2) + 1),
ceea ce, Impreuna cu relatia (4), implica:

flx+1t) = f(z)+ f(t), Vx,teR. (5)

Daca f(z1) = f(x2), conform relatiei (5) avem f(x; — x2) = 0, ceea ce, conform relatiei (2),
implica x; = x9, adica f este injectiva. Dar, deoarece f(f(z)) = f(x), avem f(z) = x, care este
solutie a ecuatiei date. ......... . .. 2p

Remarca: Ultimul punct din barem se acorda doar daca este mentionat faptul ca solutia
f(z) = x verifica ecuatia functionala.



