Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala- 10 februarie 2024

Clasa a X-a- Subiecte si bareme

Subiectul I Sa se demonstreze ca pentru orice numere pozitive a,b, ¢ supraunitare are loc:

log? bc +log; ca+log® ab > 24 .

Solutie si barem:

log? bc +log? ca +log?® ab > 3$/Iog2 bc-log? ca-log’ ab = 3-log, bc - log, ca-log, ab =

=3-(log, b+log, c)(log, c+log, a)(log, b+log, a)>

>3-2-,[log, b-log, c-2-flog, c-log, a-2,/log. a-log b =

:24-\/Iogab-logac-Iogbc-Iogb a-log. a-log b =

= 24-\/(Ioga b-log, a)-(log, c-log, b)-(log, a-log, c) =24

(2p)
(1p)
(2p)
(1p)

(1p).

Subiectul al Il-lea Fie z,,z,,z,numere complexe nenule astfel incat z7 +z> +2z2 =0. Si se

6 6 6
Z +27,+ 1,
>, este real.

12223

arate cad numarul z =

Solutie si barem: Notim z} = X, 22 = X,, 2. = X,

X+ X+ X =0= X =—(X +X,)

_oxi =l +x)®

—axy 25 (g +23)

Prin calcule obtinem z=3€R

Subiectul al I11-lea Sa se determine functiile surjective f :N"— N*, astfel incat:
1 1 1 n—
27 3@ A - e
Solutie si barem: Pentru n=2=> N = f(2)=2f(1)

2f(1) (2

(1p)

(2p)
(1p)

(3p)

(1p)



1 1 2 1 1 2
2f(1)+3f(2): = = f(3)=3f(1) (1p)

Pentru n=3= f(3):>2f(1)+3.2f(1) f(3)

Inductiv, gasim ¢ f(n)=n-f(1),vn>2,neN (1p)
Folosind surjectivitatea functiei gasim ca 3n, € N* astfel incat f (no) =1 (2p)
n-f(n)=lsineN" = f(1)=n=1= f(1)=1f(2)=2,.., f(n)=n (2p)

Subiectul al IV-lea a). Fie a=3%/4—3/2 . Aritati cd a® +6a este un numir natural.
b). Fie z,z,,z, ridicinile complexe ale ecuatiei 2°+24z-16=0 si punctele
A(z,),B(z,),C(z,) Tn planul complex iar G centru de greutate al triunghiului ABC . Aratati
ca GA+GB+GC > 63/2

Gazeta Matematica
Solutie si barem:
a)a’ =(V4-32) =¥a° 32’ -3.42-42(Y2-¥2)=4-2-3%8 - a=26a.

Asadar, a®+6a=2¢eN (2p)

b). Folosim subpunctul a), respectiv 2 = a’® +6a ecuatia dati se rescrie astfel

2°+247-2-8=0=17"+247—(a’+6a)-8=0=7°+24z-8a° - 48a =0

= (2°-8a%)+24(z-2a)=0 = (z-2a)(2* +2az +4a’ )+ 24(z-2a) =0

= (z-2a)(z° +2az+4a’ +24)=0 =7, =2a sau z° +2az+4a’ +24=0
7,,=—a+iv3a’ +24 (2p)
Adica, A(2a),B(-a—iV3a’+24),C(-a+iV3a’+24)

Zy+25+2

lar centrul de greutate va avea afixul z; = =0 (1p)

GA=|z ~2,|=[2a|=2a, GB [z ~ 25| = |a+iV/3a" + 24| =Vaa’ +24 =GC  (1p)

GA+GB+GC >3-3GA-GB-GC =332a-(4a” +24) si cum GA =GB inegalitatea va

fi stricta, adici GA+GB+GC > 3~g/2~4~a-(a2 +6) =63a’ +6a =632 (1p)




