MINISTERUL EDUCATIEI

OLIMPIADA NAIIONALA\DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 10.02.2024
CLASA a Xl-a
BAREM DE CORECTARE

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Problema 1. a) Se da matricea AeM,(R) care indeplineste conditiile: trA= J504 si
det A=4+2+/2. Calculati det(A®+41,).

b) Demonstrati cd det( A+ B)+det( A—B)=2detA+ 2detB , pentru orice matrice A,Be M, (C).
c) Demonstrati ca, oricare ar fi matricele A,B,C e M, (IR) cu det( AB—BA) >0, are loc relatia

(detC)’ - 2,det(AB — BA) -detC + detA” + B2 ) > 0.

Solutie:

a) Din relatia Cayley-Hamilton, avem:

A? 141, = trA-A—(detA—4)1, =504 - A= 221, =

, J504a-22  +/504b
L e OO 1p
504c  +/504d —22

det( A’ +41,)=504ad —~/504 - 22 (a+d ) +8—-504bc =

=504(4+2J§)—504.2J§+8= 20164822024, oovvvvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeesesssee e eeseseeeeee 1p
a b X y) . .. .

b) A= , B= st apoi prin calcul direCt. .........cooeiiiiiii 1p
c d z t

) Deoarece relatia are loc oricare ar fi matricea C, este suficient sd demonstram ca discriminantul
asociat este negativ, adica 4(det(AB — BA) —det ( A’ +B? )) <0.

(A+iB)(A—iB)= A? —iAB+iBA+B? = A+ B? —i( AB—BA). (1)

(A—iB)(A+iB)= A? +iAB—iBA+B? = A2+ B? +i(AB—BA). (2) crrveessiiierrrrrmrsssssssienerenenens 1p



(2) = det((A—iB)(A+iB))=det(A-iB)-det(A+iB)=det( A’ +B +i(AB—BA)) ............ 1p
Prin adunarea ultimelor doua relatii si, tindnd cont de punctul b), avem:
2det(A?+B?)+2det(i( AB—BA)) = 2det (A—iB)-det(A+iB) <

det( A’ +B?)—det (( AB—BA)) =det(A—iB)-det(A+iB) 20 ..cooooovvrrvrmrsvrsrmsssnssss 1p

= det(A’+B?)—det((AB—BA))>0 <> det(AB—BA)—det( A’ +B%) <O w..oocoorcrrsrrn 1p
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Problema 2. Fie Ae M, (N *) o matrice pentru care suma elementelor pe fiecare linie, coloana

si diagonala este aceeasi. Aratati ca det A este divizibil cu suma tuturor elementelor matricei A.

G.M. Nr.1/2023, lon Patrascu, Craiova

Solutie:
a b c
Fie A=|d e f |.Notam s suma elementelor de pe fiecare linie, coloana, respectiv diagonala
g h i
din matricea A.
Seobserviacd s=(a+e+i)+(d+e+f)+(c+e+g)—(a+d+g)—(c+f+i)=3e ccrerreennne. 2p
a b c a b C a b c a b c
detA=|d e f|= d e f =d e f|=s-/d e = e 2p
g h i| |a+d+g b+e+h c+f+il |s s s 1 11
a b a+b+c a b s a b 3e a b e
=s-/d e d+e+f|=s-/d e s|=s-|d e 3e[=35-[d € € ccrrrirrirriniiiiniiniiee 2p
11 3 1 1 3 1 1 3 1 11
a b e a b e
Deoarece a,b,d,eeN",avemca |d e e|eZ,adica 3s-|d e e|:3s.Deci det A este divizibil
1 11 1 11

cu suma tuturor elementelor MALFICET A ......ooo i e 1p
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Problema 3. Calculati:

. xX*-1
a)lim
x—1 3X -3

n

S - ~
b)lim—=—— unde & >0,(V)i=1n, neN",

x—1

aix_ q
i=1 i=1
Solutie:
x* -1
- x*-1 -1
a) lim M R ot o oo 2
) x->13 -3 xo1 3T _1q P
x-1
1
T e tetetere ettt e be e et s e et et bR e AR SR e s se ek R e AR R e s sE SR bR eSS RS R SR sesese e bR R e R e R e e R e Reasase et st st e b benen 1
In3 P
Zxa'—n Zx'—l X5 =1
: i1 oG x-1 : iz x—1
b) lim— —=1im . =i T T s 2p
x—1 a_X_Za_ x—1 [N a*-a x—1 Zn:a a, 1
i=1 I i=1 I i=1 X_l i=1 I X—l
ai
e R R 2p
(ana)



Problema 4. Se considerd sirurile (x,) .

(Zﬂ )nzl !

z, = l+ £+ +a i
n a:l.Xl azx2 A

,unde a, e{-11}, ie{l,2,..,n}.

, 1 1 2 : )
a) Aratati ca ———=——, pentru orice ne N".

yn Xn yﬂ+l
ST < o 1

b) Aratati ca, daca a =a, =...=a, =1, atunci limz, =3

C) Aritati casirul (z,) , este convergent,
Solutie:

1 1 1 1 2 2
) ———=Z o = S T T 1p

Yo X 3 -1 3 +1 (32n) -1 Yna

- 1 2 2"t
b) Deoarece @, =a, =...=a, =1rezultdcd z, =—+—+...4 —— .o, 1p
X X% X
Din punctul a) avem ca:
. 1_2
i %Y
1. 1.2 2 2 2
Y2 X% Y3 Y2 X Vs
1 1 2 M vt
———= = — e T TP O ST UOP PR 1p
yn Xn yn+1 yn Xn yn+1
n-1 n n
Prin adunarea relatiilor obtinem 11 —3—...— 2 = 2 =7,= L 1p
yl X:I. X2 Xn yn+1 yl yn+1

Mz, =M o2 o e 1p
n—o0 n>x| 8 32 -1 8

c)Avemca z, =U, —V,, unde u, este suma acelor termeni ai sirului z, cu a; =1, iar v, este suma

acelor termeni ai sirului z, cu a =-1. Cum (un)n>1 este un sir crescdtor marginit de sirul
1 2 n-1

convergent tn =—+—+...+

X X% X

Analog sirul (v, )  este convergent. Deci sirul (z,) _, este CONVErgent ..........cc.covvvviviviiinnnnns 1p

inseamna cd sirul (U, ) _, €Ste CONVErgent ............cccc..oeevvuucens 1p



