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Clasaa Vll-a

SOLUTII SI BAREM

a) Fie A = 20232023 4 2024202% 4 20252°25_ Ardtati ca VA este numar irational.
b) Demonstrati ca va + b + ¢ este numar irational, dacd (@, bc7, ﬂ) = 3, unde prin
(x,y, z) intelegem c.m.m.d.c al numerelor x,y, z.

a) u(2023%°%3) = u(3%°%%) = u(3%) = 7;u(20242°%*) = u(42°**) = 6; 1p
U(20252025) — u(52025) =5
u(A)=u(7+6+5)=u(18) =8 1p
A nu este patrat perfect=+/A este numdr irational. 1p
b) Daci (ab2,bc7,ca8) =3=ab2:3=a+b+2=M;(1);bc7:3=b+c+7=M;(2) | 1p
ca8:3=>c+a+8=M;(3)
Prin adunarea relatiilor (1),(2) si (3), obtinem ca 2a + 2b + 2c + 17 = M3 1p
2a+2b+2c+2=M;=>2(a+b+c+1)=M;=a+b+c+1=M; 1p
a + b + ¢ = M3 + 2 care nu este patrat perfect=>va + b + c este irational. 1p
a) Aratati ca nu existd numerele rationale a si b astfel incat:
J3@—12 +V75 = JBb+ 22 — (1 -V3)".

b) Determinati numerele naturale a si b astfel incat: vV20a? + 24b% + 1 = 20 + 24 + 1.
a) V3la—1|+5V3=|b+2|—|1-V3|=V3la—1|+5V3=|b+2|-V3+1 1p
V3(la—1/+6)=|b+2|+1 1p
Cuma, b € Q, rezulta ca singura posibilitate arfical[a — 1| + 6 =0si |[b+ 2| + 1 = 0, 1p
imposibil.

b) V20a? + 24b2 + 1 = 45=20a? + 24b% + 1 = 452 = 2025= 20a? + 24b% = 2024 1p
5a% + 6b? = 506=>5a? e par=a? e par=a e par, dar 5a? < 506 = a? < 100, ca urmare 1p
a € {0,2,4,6,8,10}
Dacia = 0 =26b% = 506 = b? = 5%, nu e solutie;
Dacia = 2=5-22+6-b% = 506 = 6b? = 486 = b?> = 81 = b = 9, e solutie;
Dacia = 4=5-4%2+ 6+ b% = 506 = 6b? = 426 = b? = 71, nu e solutie; 2

Dacia = 6=5-6%+ 6-b? = 506 = 6b% = 326=b? = % , nu e solutie;

Dacia = 8=5-82+ 6-b% = 506 = 6b% = 186 = b? = 31, nu e solutie;
Dacia = 10=5-102 + 6 - b2 = 506 = 6b? = 6 = b? = 1=b = 1 e solutie.
Deci solutiile sunt: a = 2,b = 9sia = 10,b = 1.




Fie E un punct pe latura DC a patratului ABCD, AN bisectoarea unghiului A4EAB, N € BC si P
punctul de intersectie a dreptelor AE si BC. Perpendiculara din P pe NE intersecteaza dreapta DC
in M. Demonstrati ca:

a) NA este bisectoarea unghiului A MNB;

b) MN = DM + BN;

c) 4MAN = 45°,

G.M
a) Notim NE N MP = {F}, MN n AP = {G}. In triunghiul PMN avem MCLPN, NFL1MP,
MC n NF = {E}, deci E este ortocentrul triunghiului PMN, prin urmare PGL-MN. 1p
Atunci ZANM = 90° — £GAN(1), AANB = 90° — £BAN (2) 1p
Din (1), (2) si 4GAN = ABAN, rezultd ca NA este bisectoarea unghiului AMNB 1p
b) AANG = AANB(I.U)=BN = GN (3) si AG = AB= AG = AD si AADM = 1p

AAGM(1.C)=DM = GM(4)

Adunand relatiile (3) si (4) obtinem ca MN = DM + BN 1p
c) Din AADM = AAGM=4DAM = 4GAM 1p
4GAN = ABAN= AMAN = ADAM + ABAN = 90° — AMAN. Deci AMAN = 45° 1p

a) Sd se arate cd nu existd un triunghi cu lungimile indltimilor 1,N/3,1 + /3 .

b) Se considera trapezul isoscel ABCD (ABIICD, AB>CD). Stiind ca inaltimea MN a
trapezului este egala cu linia mijlocie EF, aratati ca diagonalele trapezului sunt
perpendiculare.

a) A= Ghe _ DMy _ Che o g =28 ) =28 0 =24 nde A este aria triunghiului, a, b, c 1p
2 2 2 ha hp he
sunt lungimile laturilor si h,, hy, h, sunt lungimile inaltimilor corespunzdtoare acestora.
< . . . L 24 _2A | 24 1 1 1
Daca ar exista triunghiul, atuncidina <b +¢ = — < N Cind 1< NG (1) Y
. . 9 1+2v3 1p
Din (1), obtinem cda 1 < \/§(\/§+1)=>\/§(\/§ + 1) <1+2V3=3+V3<2V3+1=>
2 < /3, fals.
b) Solutia 1 D N C
)
A R M Q B
Fie CQLAB, DRLAB, R,Q € AB= AQ = AR + RQ = AR + CD = AB;CD +cp =282
. g AB+CD 1p
Analog, obtinem ca BR = >
Dar 22222 = EF = MN = CQ = DR =AQ = CQ si BR = DR 1p
Triunghiurile AACQ si ABDR sunt dreptunghice isoscele=>ACAB = #DBA = 45° (1) 1p

Fie AC n BD = {0}. Din (1), rezulti ci AAOB este dreptunghic isoscel, ca urmare ACL-BD. | 1p




Solutia 2 N

N

A M Q B i
Fie CPIIBD, P € AB si din ABCD trapez cu AB//CD=BP/ICD=BPCD paralelogram 1p
=BP = CD si BD = CP (1)
Fie EF n AC = {G}; GH e linie mijlocie Tn AAPC=GH = g = AB;BP = AB;DC = EF, dar 1p
EF = MN=GH = MN (2)
Fie CQLAB, Q € AB=CQ = MN si din (2), obtinem ca GH = CQ (3). Trapezul ABCD e 1p
isoscel=>AC = BD si din (1)=>CP = AC=AACP ¢ isoscel si CQ e indltime, ca urmare si
median (4). Din (2) si (3), obtinem ca CQ ==~ (5)
Din (4) si (5), rezultd ca AACP e dreptunghic in C, deci ACLPC dar PC//BD=AC-LBD. 1p




