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Clasa a IX-a
Barem de corectare si notare

- : 1 1
1. Rezolvati in R ecuatia: [T]:

Solutie:
o . _(1=x#0 .

Conditii de existenta: {1 ] %0 Obtinex ER—[1,2)ecviiiiiiiiiiiiiiiiiaennn, Ip
Conditia de apartenenta la Z a partii intregi:l_;[x] € Z . Obtine [x] = 0 sau [x] = 2....1p
Cazul 1: [x] = 0 implicd x € [0,1). Atunci [ﬁ] =1, decix € [0, %) ................... 2p
Cazul 2: [x] = 2 implicd x € [2,3). Atunci [ﬁ] =-1,

deci x € ((—00, 1)U [2,400)) N [2,3)..iniunininiiiineeeieiee e 2p
Obtine solutia finald x € [0,7) U [2,3).......ovvvrvomsiriosiieece Ip

2.

2 2
. . L. ..oa b
a) Fie a,b € R*. Deduceti valoarea minima a expresiei oz +—.
a

a  b2\3 b a?\>
b) Daca a,b > 0, demonstrati ca (1 + -+ —2) +(1 + -+ —2) > 54
b a a b
Solutie:

a) Demonstreaza / justificd ca valoarea minimd a expresiei este

b) Metoda 1. (utilizand inegalitatea x:—y > .,/xy Vx,y > 0si inegalitatea x + i =2, Vx>0)

Ialb23 II7I¢123
(1422) +(1242)
> =27

Inegalitatea ceruta este echivalenta cu

(1=aebz)3+(1=bea§)3 273 233 2 2
Ll u 2\[(1+%+%) (1+2+%) =\/(1+%+%)(1+§+“—)= ....... 2p

3
b a?  a a3 b2 b3 3
= —_— _— _ —_— -_— - el Y A
\/1+a+b2+b+1+b3+a2+a3+1 >vV3+2+4+24+2 27 3p



3
Metoda 2. (utilizand inegalitatea x> + y3 > @ Vx,y > 0 si inegalitatea x + i >2,Vx > 0)
b2 b a2\’

N b a?\3 (1+%+a—2+1+5+b—2)

242 244 > >
(1+2+2) H(142+5) = - > e 3p

3

L 2p

(aceasta metoda este prezentata in rezolvarea din GMB nr 10/ 2023)

3. Cate cvadruplete ordonate (a,b,c,d) de numere naturale satisfac simultan relatiile:
a+b+c+d=12si |a> = b% +c?>—d? =2-|ac—bd|?

Solutie:

Ridicand la patrat cei doi membrii pozitivi ai egalititii |a® — b% + ¢ — d?| = 2 - |ac — bd] se
obtine egalitatea echivalentd (a? — b% + ¢? — d?)? —4(ac —bd)?> =0 1in care utilizind
descompunerea diferentei de patrate se ajunge la egalitatea echivalenta

(a=b—-—c+d)a+b—-—c—-d)(a—b+c—-d)=0
care are loc daca unul din factori € MUl ........cccooeiiiiiiiiii e 2p
Cazull. a—b—c+d=0sia+b+c+d=12,a,b,c,d € N.

Se obtine a + d = b + ¢ = 6 de unde avem 7 perechi de numere naturale (a, d) si respectiv
(b, ¢) care fac parte din multimea {(0,6), (1,5), (2,4), (3,3), (4,2),(5,1),(6,0)} .cceeerveverennn. Ip

Total 49 cvadruplete (a,b,c,d) de numere naturale ce satisfac conditiile cazului 1

Cazul 2. si cazul 3. se trateaza analog, se obtin relatiile:

a+b=c+d=6 sirespectiva+c=b+d=26

si se obtin inca 49, si respectiv 49 de cvadruplete de numere naturale. .........cccccocvveieneenenne. Ip
Deocamdata avem 3 - 49 = 147 cvadruplete ........ccoooviiiiiiieiieceeee e e Ip
Dar unele dintre acestea se repeta:

Cvadrupletul (3,3,3,3) se repeta de trei ori , el apare la fiecare caz in parte, deci el trebuie luat o
singurd datd. Deci raman 145 cvadruplete .......cooveeviiiierieeieee e e lp

Cele 6 cvadrupletele (0,6,0,6),(1,5,1,5),(2,4,2,4), (4,2,4,2),(5,1,5,1),(6,0,6,0) se repeta in
cazul 1 si 2 si tot cate 6 se repetd in cazurile 2 si 3 si in cazurile 1 si 3 deci mai scadem 18
cvadruplete din 145.

Otinem totalul de 127 cvadruplete. ........ccceeeviieiiiiiie e e e Ip



4. Fie O si H centrul cercului circumscris , respectiv ortocentrul triunghiului ABC. Notam
cu 04, 0, si O3 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor HBC, HAC respectiv

HAB. Aratati ca pentru orice punct M € OH, vectorul ¥ = MO, + MO, + MO; este
coliniar cu vectorul OH.

(GMB nr 4 /2023)
Solutie:
Scrie relatia lui Sylvester pentru triunghiul ABC : OA+OB+0C=0H. oo, Ip

Deduce ca A este ortocentrul triunghiului BHC (se afla la intersectia inaltimilor din H si din C) si

scrie relatia lui Sylvester in acest triunghi: O1B + 01C + O1H = O1A cc.oovviiiiiiiiiiiic, Ip

Scrie relatiile omoloage in triunghiul AHC si AHB.

D este coliniar CU OH € B =k - OH , K € R woooeoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo eeeeeeee s ees e eeeeeseeeesenn Ip

Descompune pe MO, = MO+00; .
Scrie vectorial ci M € OH : MO =x - OH unde x € R*

Obtine ca M0O; = x - W—I)-i-OOl unde pe 00, il deduce din relatia Iui Sylvester scrisd pentru
triunghiul BHC:

0,B+0,+0,H=0,A ©0,0+0B+0,0+0C+0,0+0H=0,0+04

20,0 =0A-0B—-0C—-0H & 00, =—2"220000 s 2p

L —— —— 0A-0B-0C—0H
Deci MO, = x - OH-24=28-9¢=01

Analog se obtin relatii analoage pentru MO,, MO; .

Adunand membru cu membru ultimele trei relatii se obtine:

# = MO, + MO, + MO, =3x-OH +2- OH = (3x + 2) - OH.

DECT B €SL6 COMMIAT CU OH vvoeveeeeeeee e e e s eee e ees e e e eseseeseseeessseeeseesee s eee s eeseeeseeseesens 2p



