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Barem de corectare și notare 

 

1. Pe mulțimea 𝐺 = (0,1) definim operația binară x ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

2𝑥𝑦−𝑥−𝑦+1
   .  

a) Arătați că (𝐺,∗) este grup abelian. 

b) Demonstrați că funcția 𝑓: 𝐺 → (0,+∞), definită prin 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
− 1 pentru orice x din 𝐺, este 

un izomorfism de grupuri de la grupul (𝐺,∗) la grupul ((0, +∞),⋅), unde  „ ⋅ ” este înmulțirea 

numerelor reale. 

 

 

Soluţie:  

a) 𝑥 ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

2𝑥𝑦−𝑥−𝑦+1
=

𝑥𝑦

𝑥𝑦+(𝑥−1)(𝑦−1)
. Pentru 𝑥, 𝑦 ∈ (0,1) avem că (𝑥 − 1)(𝑦 − 1) > 0 de unde 

𝑥𝑦 + (𝑥 − 1)(𝑦 − 1) > xy și cum 𝑥y > 0  obținem că  𝑥 ∗ 𝑦 ∈ (0,1)                         ...1p 

(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) =
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧−(𝑥−1)(𝑦−1)(𝑧−1)
, ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 , deci „ ∗ ”  este asociativă; iar 

comutativitatea legii e evidentă                                                                                                                          ...1p 

Căutăm 𝑒 ∈ 𝐺 astfel încât 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐺.  

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 ⇔ (𝑥 − 1)(2𝑒 − 1) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐺 ⇔ 𝑒 =
1

2
. Cum  „ ∗ ” e comutativă,  

avem că  
1

2
  este elementul netru al legii.                                                                                                         ...1p 

Fie 𝑥 ∈ 𝐺. Căutăm 𝑥′ ∈ 𝐺 astfel încât 𝑥 ∗ x′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒.   

𝑥 ∗ x′ =
1

2
⇔ 𝑥′ = 1 − 𝑥 ∈ 𝐺,   ∀𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑈(𝐺) = 𝐺 și deci (𝐺,∗) este grup abelian.       ...1p 

b) 𝑓 morfism ⇔ 𝑓(𝑥 ∗ y) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  

𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) =
1

𝑥∗𝑦
− 1 =

𝑥𝑦+(𝑥−1)(𝑦−1)

xy
− 1 =

(x−1)(𝑦−1)

xy
=

x−1

x
⋅
y−1

y
= f(x) ⋅ f(y), deci              

𝑓 e morfism.                      ...1p 

Fie x1,  x2  ∈ G  astfel încât 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2, deci 𝑓 e injectivă                          ...1p 

Fie 𝑦  ∈ (0,+∞). Căutăm 𝑥  ∈ 𝐺 astfel încât 𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔ x =
1

1+𝑦
∈ 𝐺, deci 𝑓 e surjectivă și 

prin urmare 𝑓 este un izomorfism de grupuri                                                                       ...1p 

 

2. Calculați ∫𝑥2(tg3𝑥 + tg 𝑥)dx ,   x ∈ (0,1). 
G.M. 

 

Soluţie:  

∫𝑥2(tg3𝑥 + tg 𝑥)dx =
1

2
∫𝑥2(tg 2𝑥)′dx =

𝑥2tg 2𝑥

2
− ∫𝑥 tg 2𝑥 dx =                                                 ...2p     

=
𝑥2tg 2𝑥

2
− ∫𝑥 (tg 2𝑥 + 1)dx + ∫ x dx =                                                                                               ...2p    

 =
𝑥2(1+tg 2𝑥)

2
− ∫𝑥(tg 𝑥)′dx =

𝑥2(1+tg 2𝑥)

2
− 𝑥 tg 𝑥 + ∫ tg 𝑥 𝑑𝑥 =                                                         ...2p    

=
𝑥2(1+tg 2𝑥)

2
− 𝑥 tg 𝑥 −  ln(cos 𝑥) + 𝒞                                                                                              ...1p    



            

3. Fie (𝐺,⋅) un grup și 𝑓: 𝐺 → 𝐺, 𝑓(𝑥) = 𝑥3, un morfism de grupuri de la (𝐺,⋅) la (𝐺,⋅). 
a) Demonstrați că (𝑥𝑦)4 = 𝑥4𝑦4 pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 . 

b) Dacă 𝑓 este o funcție injectivă, demonstrați că (𝐺,⋅)  este abelian. 

 

Soluţie:  

a) 𝑓 morfism ⇔ f(xy) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, de unde obținem (𝑥𝑦)3 = 𝑥3𝑦3 ⇔ 

⇔ x(yx)2y = x3y3 și prin simplificare la stânga cu x și la dreapta cu 𝑦, obținem 

(𝑦𝑥)2 = 𝑥2𝑦2, , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 și deci și (𝑥𝑦)2 = 𝑦2𝑥2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺                                                ...2p 

Deci (𝑥2)2(𝑦2)2 = (𝑦2𝑥2)2 ⇔ x4y4 = ((xy)2)2 ⇔ 𝑥4𝑦4 = (𝑥𝑦)4, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺                ...2p 

b) Din subpunctul anterior avem că 𝑥4𝑦4 = (𝑥𝑦)4 ⇔ 𝑥4𝑦4 = 𝑥(𝑦𝑥)3𝑦 și prin simplificare la 

stânga cu 𝑥 și la dreapta cu 𝑦, obținem 𝑥3𝑦3 = (𝑦𝑥)3, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺                                          ...1p 

Dar   𝑥3𝑦3 = (𝑥𝑦)3, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 și prin urmare    (𝑥𝑦)3 = (𝑦𝑥)3 ⇔ f(xy) = f(yx)  și cum 𝑓 

este injectivă, obținem xy = yx, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, deci (𝐺,⋅)  este abelian                                        ...2p     

                          

 

4. Fie funcția 𝑓: [0, π] → 𝑹,  definită prin 𝑓(𝑥) =
1

1+3 cos2 𝑥
  pentru orice 𝑥 din [0, π]. Demonstrați că 

𝑓  admite primitive și determinați o primitivă a ei. 

 

Soluţie:  

𝑓 e continuă, deci admite primitive pe [0, π]                                                                                    ...1p 

Pentru   𝑥 ∈ [0,
π

2
) , ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

1
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+3
⋅

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= ∫

1

tg 2𝑥+4
⋅ (tg 𝑥)′𝑑𝑥 =

1

2
arctg

tg x

2
+ 𝒞             ...2p 

Analog, pentru 𝑥 ∈ (
π

2
, π] , ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
arctg

tg x

2
+ 𝒞                                                                   ...1p 

Fie 𝐹: [0, π] → 𝑹 o primitivă a funcției 𝑓.  

 

Rezultă că există 𝑘, 𝐶1, 𝐶2 ∈ 𝑹 astfel încât 𝐹(𝑥) =

{
 
 

 
 
1

2
arctg

tg x

2
+ 𝐶1, 𝑥 ∈ [0,

π

2
)

𝑘,                     𝑥 =
π

2
1

2
arctg

tg x

2
+ 𝐶2, 𝑥 ∈ (

π

2
, π]

                                ...1p 

Cum 𝐹 (
π

2
− 0) =

π

4
+ 𝐶1  și   𝐹 (

π

2
+ 0) = −

π

4
+ 𝐶2,   din continuitatea funcției 𝐹 în 

𝛑

𝟐
  , rezultă că 

𝐶1 = 𝑘 −
π

4
 și 𝐶2 = 𝑘 +

π

4
 .                                                                                                               ...1p 

Prin urmare 𝐹(𝑥) =

{
 
 

 
 
1

2
arctg

tg x

2
+ 𝑘 −

π

4
 , 𝑥 ∈ [0,

π

2
)

𝑘,                     𝑥 =
π

2
1

2
arctg

tg x

2
+ 𝑘 +

π

4
 , 𝑥 ∈ (

π

2
, π]

 .  Cum F derivabilă pe [0, π] ∖ {
π

2
}, F continuă 

în 
π

2
 obținem că 𝐹𝑠

′
(
π

2
) = 𝐹𝑑

′
(
π

2
) = 𝑓 (

π

2
) . Deci 𝐹′ = 𝑓 ⇒ 𝐹 e o primitivă a lui 𝑓                     ...1p 


