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1. Pe multimea G = (0,1) definim operatia binara x * y =
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clasa a Xll-a
Barem de corectare si notare

Xy
2xy—x—-y+1

a) Aratati ca (G,*) este grup abelian.

b) Demonstrati ca functia f: G — (0, +0), definita prin f(x) = i — 1 pentru orice x din G, este
un izomorfism de grupuri de la grupul (G,*) la grupul ((O, +oo),-), unde , - ” este inmultirea
numerelor reale.

Solutie:
_ xy _ xy 5 _

a) xxy= Ayl = DD Pentru x,y € (0,1) avemca (x — 1)(y — 1) > 0 deunde
xy+ (x—1)(y—1) >xysicumxy > 0 obtinemca x xy € (0,1) .Ap

— _ xyz -, e

(x*xy)xz=x*(y*xz) = xyz—(x—l)(y—l)(z—l)'vx' y,Z € G, deci ,*” este asociativa; iar
comutativitatea legii e evidenta Ap
Cautim e € G astfel incdt x xe = e*xx = x, Vx € G.
xxe=x(x—1)2e—-1)=0,VxeEtG e =%. Cum , *” e comutativa,

L1 .
avemcé - este elementul netru al legii. LAp
Fiex € G. Cautaim x' € G astfel incat x xx' = x" xx = e.
xxx' = % ©x'=1-x€G, Vx€G = U(G) = G sideci (G,*) este grup abelian. .Ap

b) fmorfisme f(x+y) =f(x)-f(y), Vx,y€G

_ 1 _xy+-D-1) L =D | x-1 y-1 . :
fexy)=Z-1="7 1="—T—="7"5"=f(x)f(y), deci

f e morfism. .Ap
Fie x4, X, € G astfelincat f(x;) = f(x;) = x; = x5, deci f e injectiva .Ap
Fiey € (0,+). Cautam x € G astfelincat f(x) =y & x = ﬁ € G, deci f e surjectiva si

prin urmare f este un izomorfism de grupuri Ap

2. Calculati [ x2(tg3x + tgx)dx, x € (0,1).

G.M.
Solutie:
, 2,2

[x2(tg3x + tgx)dx = %fxz(tg 2x) dx = xtzix — [xtgixdx = ..2p

245 2
=Xt2gx—fx(tg2x+1)dx+fxdxz ..2p

2(1+tg? / 2(1+tg?
=¥—fx(tgx) dx=w—xtgx+ftgxdx= 2P
_ x2(1+tg 2x)

. —xtgx — In(cosx) +C LAp



3. Fie (G,)ungrupsif:G — G, f(x) = x3, un morfism de grupuri de la (G,) la (G,).
a) Demonstrati ¢ (xy)* = x*y* pentru orice x,y € G .
b) Daci f este o functie injectiva, demonstrati ca (G,-) este abelian.

Solutie:
a) f morfism & f(xy) = f(x)f(v),Vx,y € G, de unde obtinem (xy)3 = x3y3 &
& x(yx)%y = x3y3 si prin simplificare la stinga cu x si la dreapta cu y, obtinem

(vx)? = x%y?,,Vx,y € G sidecisi (xy)? = y?x%,Vx,y €G ..2p
Deci (x*)?(y*)? = (y*x?)* & x'y* = ((xy)*)? ® x*y* = (xy)*,Vx,y €G ..2p
b) Din subpunctul anterior avem ci x*y* = (xy)* & x*y* = x(yx)3y si prin simplificare la
stdnga cu x si la dreapta cu y, obtinem x3y3 = (yx)3,vx,y € G LAp
Dar x3y3 = (xy)3,Vx,y € G si prin urmare  (xy)3® = (yx)? © f(xy) = f(yx) si cum f
este injectiva, obtinem Xy = yx, Vx,y € G, deci (G,-) este abelian ..2p

4. Fie functia f: [0, ] - R, definita prin f(x) = ﬁ pentru orice x din [0, t]. Demonstrati ca

f admite primitive si determinati o primitiva a ei.

Solutie:
f e continua, deci admite primitive pe [0, 1] .Ap

Pentru x € [O,g),ff(x)dx = ! . (tgx) dx = %arctgthX +C ..2p

%+3 cos?x
cos“x

1
ftg 2x+4

Analog, pentru x € (g,n],ff(x)dx =%arctgtg7X +e .p
Fie F: [0, ] = R o primitiva a functiei f.

1 tgx T
Earcth +C;, x € [O, E)

Rezulta ca exista k, C, C, € R astfel incat F(x) = k, X = g .Ap
1 gx T
2arctg > +C,, x € (2,1'[]

CumF (E — 0) =24 C; st F (E + 0) =-IT4 C,, din continuitatea functiei F in z , rezultd ca

2 4 o 2 4 ; 2
T T
+ k 2 XE[O,E)

1 tgx
Sarctg =
Prinurmare F(x) = k, X = g . Cum F derivabila pe [0, ] \ {g}, F continua
E— n n
2arctg > + k +4 , X € (Z,T[]

n g obtinem ca FS/ (g) = Fd/ G) =f G) .Deci F' = f = F e o primitivi a lui f Ap



