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Clasa a Xl-a Ml
Subiectul I:
y X y—x
a) Calculati determinantul: A(x,y) = [V —X y X |,cux,y € R, scriind rezultatul
x y—x y

sub forma de produs;

0 0 1
b) Fie matricele A = (1 0 O) € M3(R) si B = aA3 + xA%? + (a — x)A € M3(R).
0 1 0

Demonstrati ¢ a - det(B) = 0, Va,x € R.
Barem de notare:

a) Foloseste proprietatile determinantilor si ajunge, prin insumare de linii/coloane , la

1 1 1
Alx,y) =2yly—x ¥y X [t Ip
x y—x 'y
Finalizare A(x,y) = 2y(3x3 = 3xy + V%), %,V € Rucveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 2p
b) CalCUlEaZA A3 = Ig..oooieoeoeoeeeeeeeeeeeeeeee e 1Ip
a X a—x
Determina B = (a - X a X ) si foloseste subpunctul a) pentru
x a—x a
AetB=2a(3X3 = 3XA 4 A2) oot 1Ip
Prelucreazi a - detB=2a? [3 (x — %)2 + a:z] =>0,Va,x ERuceeiie 2p

Rezolvare completa:

y x y—x 2y 2y 2y
1. a)A(x,y)=|y—x ¥ 4 (L1+L2JQL3_>L1) y—x Yy X =
X y—X y - X y—x Yy
1 1 1 e, —¢c; > ¢y 1 0 0
=2yly—x y x(cg—c1—>c3) 2yly —x y 2x —y|=
x y—x 'y = X y—2x y-—x
=2y| X 2x_y=2y(xy—x2—2xy+y2+4x2—2xy)=2y(3x2—3xy+y2)
y—2x y-—x ’

0 01 0 01 01 0
bA2=A-A=(1 0 o-{1 0 o)]=(0 0 1]
01 0 01 0 1 0 0



a 0 O 0 x O 0 0 a—x
B=aA3+xA*+(a-x)A=[0 a 0]+{0 0 x|+{a—x O 0 |=

a X a—Xx
:<a—x a X >
X a—Xx a

a X a—x
a—Xx a X
X a—Xx a

2 2
2a? [S(x—g) +a—] >0, Va,x € R.
2 4

Det B= a
2

2
a_) 2a?(3x? — 3xa + a®) = 2a? [3 - (x — a) _sady a2]=

Subiectul al II-lea:
Fic A = (a b) € M, (R).
c d

a) Demonstrati ci det(A—x-1,) = x? — (a+d)x + ad — bc, Vx ER,;
b) Daci Tr(A) = 2sidet(4) = 3, demonstrati ci: 2 - det(4% + I,) — det(A? + 31,) = 4.

Barem de notare:

a) Prin calcul direct: A —x -1, = (a ; x p 3 x) ........................................................ 1p
Finalizare det(A—x-1,) =x?—(a+d)x+ad —bc, VX E Ru..coovevrrnrrnn. 2p
b) Din Teorema Cayley-Hamilton: A> — TrA - A + det A - I, = 0,, deduce
A? + 1, = 2(A — 1), iar prin trecere la determinant obtine det(A4? + I,) = 8............ 2p
Analog deduce A2 + 31, = 24, de unde det(4? + 31,) = 12.
Inlocuieste in egalitatea din enunt si obtine: 2 - 8 — 12 = 4, ceea ce trebuia demonstrat........... 2p

Rezolvare completa:
_(a by __(1 0\_(a—x b

8 A-x 12_(0 d) x(O 1)_( c d—x)'
det(A—x-Iz)zla;x dixl=(a—x)(d—x)—bc:ad—ax—dx+x2—bc:
=x?2—(a+d)x+ad—bc, Vx€R.
b) Din Relatia Cayley-Hamilton avem:

A2 —TrA-A+detA - I,=0,>A2-24+3-1,=0,=>A2=24A-3i, >
A2+ 1, =2A-2, > A>+1, = 2(A—L,) (%)

Trec la determinant in (*) si se obtine:



det(A2 + 1,) = 22 - det(A — 1) “2 22(1-2-1+3)=8.

Analog, A2 = 24 — 31, = A% + 31, = 24 = det(A® + 31,) =22 -detA=4-3=12.

Inlocuiesc in egalitatea din enunt si obtin: 2 - 8 — 12 = 4, ceea ce trebuia demonstrat.

Subiectul al III-lea:
a) Fie a € N*. Sa se calculeze

lim {\/aznz + (2a—-—1n+ 1},

n—->oo

unde {x} reprezinta partea fractionara a lui x.

b) Calculati lim sin?(mvn? + 2n + 2).
n—->oo

Barem de notare:

a) Obtine [\/azn2 + (2a—-1)n+ 1] =AM e Ip
FoloSeSte {X} = X — [X] eeoeeieriee et Ip
Amplifica cu conjugata expresiei y/a?n? + 2a — 1)n+1—an ............ Ip

e . 2a-1
Finalizeaza limita si obtine TG s Ip
b) Scrie limita ca lim sin?(TVnZ + 2n+2 = 7N) oooviiiieiie 1Ip
n—->oo
Amplifica cu conjugate expresiei TVn? + 2n 4+ 2 —mn. ...l Ip
Obtine IImita 0 ... lp

Rezolvare completa:
a) {x}=x—[x],Vx €R.

Calculam [\/azn2 +2a—-1)n+ 1]:

[\/azn2 +R2a—-1)n+ 1] = [\/azn2 +2an+1 —n] = [\/(an + 1) —n].

Cuman <. /(an+1)2-n<an+1= [\/a2n2+(2a—1)n+1] = an.

lim {\/azn2 + R2a-1Dn+ 1} = lim (\/azn2 +QRa-1n+1- an) =
n—oco n—-oo

a’n’+ QRa—-1)n+1—-a?*n®> 2a-1
im = :
noo fg2n2 + (2a—1)n+1+an 2a




b) lim sin(mVn® +2n +2) = lim sin*(nVn® + 2n + 2 —mn) =

n—-oo

1
o n% +2n+ 2 —n? o 2””(1*'5)
= lim sin“ | m- > > = lim sin — =0.
n-oo vne+2n+2+n n-oo
n < 1+=-+ —2>
n n
Subiectul al [V-lea:
a) Sasearateca Ve > 0,3 N, € N, astfel ca a-e)m < sin; < (1+€)n ,Vn=>N;.
b) Folosind eventual rezultatul precedent, sa se arate ca lim Zk=n+1 sm; =mln2.
n—-oo
Barem de notare:
. T
lnz _ 1 1
T e p
n—-oo -
Obtine inegalitatea din €NUNE .........cooouieiiiriiieiieeeeee e 2p
b) Insumeazi inegalitdtile de 1a @) .............coeevueiiiuniiiiieiiie e Ip
Trece la limita si obtine llm Y 1 sm = llm Y = e Ip
Calculeazi lim Y22 k=n+1; si obtine  In 2 ....................................................... 2p
n—-oo
Rezolvare completa:
Sin—
a) Se cunoaste ca lim —* = 1.
n-oo o
Din criteriul de convergenta cu ¢, rezulta: Ve > 0, 3N, € N, astfel ca [—* — 1| <egVVn> N
n
(1-em . m _ (1+em
Ad1ca|sm——— <eg- —<:>——<sm———<7 <sin—< .

b) Notémcn=1+%+§+---++%—lnn.

Prin insumarea relatiei de la punctul a) de la n + 1 la 2n se obtine:

2n (1-gm 8)11 (1+&)m

k=n+1 <Zk n+1 sin—- <Zk n+1 k

Trecand la limita si tindnd cont ca € a fost ales arbitrar, se obtine:



2n 2n 2n
l. . n l. z n l. Z 1
m Sin—=um —=uaumTm - =
n—-oo k n-oo k n—oo k

k=n+1 k=n+1 k=n+1

2n
=mnlim(cy, +In2n—cy, —Inn) = lim(cyp — ¢ + ln7) =mnlin2.
n—co n—-oo



