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BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 

 

Problema 1. 

Fie 𝒂, 𝒃, 𝒄 numere strict pozitive. Să se demonstreze inegalitățile: 

 

    a) 𝒂𝟑 + 𝒃𝟑 ≥ 𝒂𝒃(𝒂 + 𝒃) 

b)   
𝟏

𝒂𝟑+𝒃𝟑+𝒂𝒃𝒄
+

𝟏

𝒃𝟑+𝒄𝟑+𝒂𝒃𝒄
+

𝟏

𝒄𝟑+𝒂𝟑+𝒂𝒃𝒄
≤

𝟏

𝒂𝒃𝒄
   

 

Soluție: 

a) Trecând în membrul  stâng, se ajunge la  

 (𝑎 − 𝑏)2(𝑎 + 𝑏) ≥ 0 …………………………….......................3p 

    b) Folosind inegalitatea precedentă, se ajunge la  

1

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑏3 + 𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑐3 + 𝑎3 + 𝑎𝑏𝑐
≤

1

𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑏𝑐
+ 

       +
1

𝑏𝑐(𝑏+𝑐)+𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑐𝑎(𝑐+𝑎)+𝑎𝑏𝑐
=

1

𝑎𝑏(𝑎+𝑏+𝑐)
+

1

𝑏𝑐(𝑎+𝑏+𝑐)
+

1

𝑐𝑎(𝑎+𝑏+𝑐)
=

1

𝑎+𝑏+𝑐
(

1

𝑎𝑏
+ +

1

𝑏𝑐
+

1

𝑐𝑎
) =

1

𝑎𝑏𝑐
……………………4p 
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Problema 2. 

Să se rezolve ecuația   [𝒙 + {𝒙}] = [𝟐𝒙 − {𝒙}] , 𝒙 ∈ ℝ , unde [𝒙] , {𝒙} reprezintă 

partea întreagă, respectiv partea fracționară pentru numărul real 𝒙. 

           Soluție: 

Folosind egalitatea 𝑥 =  [𝑥] + {𝑥}, ecuația se mai scrie [[𝑥] + 2{𝑥}] =

[2[𝑥] + {𝑥}] sau [𝑥] + [2{𝑥}] = 2[𝑥] + [{𝑥}]…………………    2p 

Rezultă [𝑥] = [2{𝑥}]………………………………………………1p 

Dacă {𝑥} ∈ [0,
1

2
 ), ecuația devine [𝑥] = 0 , deci 𝑥 ∈ [0,

1

2
 ) soluție……1p 

Dacă {𝑥} ∈ [
1

2
 ,1), ecuația devine [𝑥] = 1 , deci 𝑥 ∈ [ 

3

2
 ,2) soluție……1p 

Soluția este 𝑥 ∈ [0,
1

2
 ) ∪ [ 

3

2
 , 2) ……………………………………..      2p 
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Problema 3. 

Fie (𝒂𝒏)𝒏≥𝟏 un șir neconstant pentru care  
𝒂𝟏+ 𝒂𝟐 + … + 𝒂𝒏

𝒏
= 

𝒂𝒏+𝟏

𝟑
 , ∀ 𝒏 ∈ 𝑵∗. 

Demonstrați că șirul definit prin  𝒃𝒏 =
𝒂𝒏

𝒏
 , 𝒏 ≥ 𝟏 este o progresie aritmetică.  

           Soluție:  

Pentru 𝑛 = 1,  avem  𝑎2 = 3 𝑎1 și  𝑏1 = 𝑎1.  Pentru 𝑛 = 2,  avem  

      𝑎3 = 6 𝑎1 și  𝑏2 = 
3

2
𝑎1  ........................................................................ 2p 

     Arătăm prin inducție că  𝑎𝑛 = 
𝑛(𝑛+1)

2
𝑎1, pentru 𝑛 ≥ 1.  Presupunem       

propoziția adevărată pentru 1,2,… , 𝑛 și demonstrăm pentru 𝑛 + 1. ...... 2p 

      Rezultă că 𝑏𝑛 =
𝑎𝑛

𝑛
=

𝑛+1

2
𝑎1 , și se obține progresie aritmetică cu rația 

       𝑟 =  
1

2
𝑎1    .............................................................................................. 3p 
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Problema 4. 

Se consideră un triunghi 𝑨𝑩𝑪 și punctele 𝑴,𝑵, 𝑻 astfel încât 𝑩𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑪𝑴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

𝟎⃗⃗ ,   𝑩𝑻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝟐𝑵𝑻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗ , unde  𝑵 ∈ 𝑨𝑪 și  {𝑻} = 𝑨𝑴 ∩ 𝑩𝑵.  Demonstrați că  𝑻𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑻𝑩⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑻𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝟎⃗⃗  . 

Soluție: 

Din  𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗   avem 𝑀 mijlocul lui (𝐵𝐶) și  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) .... 2p 

Din  𝑁 ∈ 𝐴𝐶  rezultă că există 𝑘 ∈ 𝑅  astfel încât  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   .................. 2p 

Din  𝐵𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑁𝑇⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  avem  𝐵𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑇𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  și   𝐴𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =  

1

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2𝑘𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)   .......................................... 2p 

Cum 𝐴𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   sunt coliniari obținem  𝑘 =
1

2
 , adică  𝑁 mijlocul lui (𝐴𝐶)  

Rezultă că  2𝑇𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑇𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑇𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ de unde 𝑇𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑇𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑇𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗   .......... 1p 

 

 

 

 


