
 

 

Olimpiada Națională de Matematică 2024 

Etapa locală - Teleorman, 11 februarie 2024 

Clasa a XI -a 

              Barem de corectare și notare 

Problema 1.  

Fie matricea 𝑨 ∈ 𝓜𝟑{ℝ} , 𝑨 = (
𝟐 𝟏 𝟏
𝟏 𝟐 𝟏
𝟏 𝟏 𝟐

)  

a). Arătați că 𝑨𝟐 − 𝟓𝑨 + 𝟒𝑰𝟑 = 𝑶𝟑. 

b). Calculați 𝑨𝒏 , 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒏 ≥ 𝟐. 

Soluție: 

a).𝐴2 = (
2 1 1
1 2 1
1 1 2

) (
2 1 1
1 2 1
1 1 2

) = (
6 5 5
5 6 5
5 5 6

)          .........................................................1p 

𝐴2 − 5𝐴 + 4𝐼3 = (
6 5 5
5 6 5
5 5 6

) − 5 (
2 1 1
1 2 1
1 1 2

) + 4 (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) 

= 𝑂3                                                                                                                                           … … … … .1𝑝       

b). Din a). avem că 𝐴2 = 5𝐴 − 4𝐼3. Considerăm două șiruri (𝑎𝑛)𝑛≥1;  (𝑏𝑛)𝑛≥1 astfel încât  

𝐴𝑛 = 𝑎𝑛𝐴 + 𝑏𝑛𝐼3  𝑐𝑢 𝑎1 = 1; 𝑎2 = 5 ș𝑖 𝑏1 = 0; 𝑏2 = −4 … . . … … … … … … … … … … 1𝑝 

𝐴𝑛+1 = (𝑎𝑛𝐴 + 𝑏𝑛𝐼3) ∙ 𝐴 = 𝑎𝑛𝐴2 + 𝑏𝑛𝐴 = 𝑎𝑛(5𝐴 − 4𝐼3) + 𝑏𝑛𝐴 = (5𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝐴 − 4𝑎𝑛𝐼3      

𝐷𝑎𝑟   𝐴𝑛+1 = 𝑎𝑛+1𝐴 + 𝑏𝑛+1𝐼3  ⇒ {
𝑎𝑛+1 = 5𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑏𝑛+1 = −4𝑎𝑛
, ∀𝑛 ≥ 1 … … … … … … … … … … .1p 

 𝑎𝑛+1 = 5𝑎𝑛 − 4𝑎𝑛−1 are ecuația caracteristică 𝑟2 − 5𝑟 + 4 = 0 , ∆= 25 − 16 = 9 𝑟1 = 1 ș𝑖 

 𝑟2 = 4                          .............................................................................................................1p 

𝑐𝑢𝑚 𝑎𝑛 = 𝑎𝑟1
𝑛 + 𝑏𝑟2

𝑛, 𝑎𝑣𝑒𝑚 𝑎𝑛 = 𝑎 + 𝑏 ∙ 4𝑛 𝑑𝑖𝑛  𝑎1 = 1 ș𝑖 𝑎2 = 5 → 𝑎 = −
1

3
ș𝑖 𝑏 =

1

3
 

Deci 𝑎𝑛 =
4𝑛−1

3
 , 𝑏𝑛 = −

4

3
(4𝑛−1 − 1) , 𝑛 ≥ 1 ⇒ 𝐴𝑛 =

4𝑛−1

3
𝐴 −

4

3
(4𝑛−1 − 1)𝐼3     … … … … ..2p 
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Problema 2. 

Se consideră determinantul 

𝑫(𝒂, 𝒃, 𝒄) = |
𝒂 − 𝒃 − 𝒄 𝟐𝒂 𝟐𝒂

𝟐𝒃 𝒃 − 𝒄 − 𝒂 𝟐𝒃
𝟐𝒄 𝟐𝒄 𝒄 − 𝒂 − 𝒃

|, 

                unde 𝒂, 𝒃, 𝒄 sunt numere reale. 

                a) Să se rezolve în mulțimea numerelor reale ecuația 𝑫(𝒙, 𝟏, −𝟐) = 𝟎; 

                b) Să se arate că, dacă 𝒂, 𝒃, 𝒄 > 𝟎 și 𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒄𝒂 ≤ 𝟑𝒂𝒃𝒄, atunci 

                𝑫(𝒂, 𝒃, 𝒄) ≥ 𝟐𝟕.  

Soluție: 

 a) 𝐷(𝑥, 1, −2) = |
𝑥 + 1 2𝑥 2𝑥

2 −𝑥 + 3 2
−4 −4 −𝑥 − 3

|                                 ............................................. 1p 

        𝐷(𝑥, 1, −2) 𝐿2+𝐿3→𝐿1
=

  |
𝑥 − 1 𝑥 − 1 𝑥 − 1

2 −𝑥 + 3 2
−4 −4 −𝑥 − 3

| = (𝑥 − 1) · |
1 1 1
2 −𝑥 + 3 2

−4 −4 −𝑥 − 3
|                  

..............................1p 

            𝐷(𝑥, 1, −2) 
−𝐶1+𝐶2→𝐶2; −𝐶1+𝐶3→𝐶3

=
(𝑥 − 1) · |

1 0 0
2 −𝑥 + 1 0

−4 0 −𝑥 + 1
| = (𝑥 − 1)3 .........1p 

(𝑥 − 1)3 = 0   de unde se obține soluția unică 𝑥 = 1;            ...................................................... 1 p 

          b) 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑐) 𝐿2+𝐿3→𝐿1
=

|
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2𝑏 𝑏 − 𝑐 − 𝑎 2𝑏
2𝑐 2𝑐 𝑐 − 𝑎 − 𝑏

| = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) · 

              |
1 1 1

2𝑏 𝑏 − 𝑐 − 𝑎 2𝑏
2𝑐 2𝑐 𝑐 − 𝑎 − 𝑏

| −𝐶1+𝐶2→𝐶2; −𝐶1+𝐶3→𝐶3
=

     

              (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) · |
1 0 0

2𝑏 −𝑎 − 𝑏 − 𝑐 0
2𝑐 0 −𝑎 − 𝑏 − 𝑐

| = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3.                   ............... 1 p 

              Din 3𝑎𝑏𝑐 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≥ 3√𝑎2𝑏2𝑐23
 rezultă că 𝑎𝑏𝑐 ≥ 1.                         ............... 1 p 

Dar 
𝑎+𝑏+𝑐

3
 ≥ √𝑎𝑏𝑐

3
≥ 1, deci (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3 ≥ 27. Astfel rezultă că 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑐) ≥ 27.       ........... 1p 
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Problema 3.  Se consideră șirul (𝑎n), 𝑛≥2, dat de relația  an= 𝒏 + 𝟏 − ∑
𝒌𝟐+𝒌+𝟏

𝒌𝟐+𝒌

𝒏−𝟏

𝒌=𝟏
 

 

a) Calculați  𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒂𝒏 

b) Pentru șirul (𝑏𝑛),𝑛≥2 , dat de   𝒃𝒏 = 𝒂𝒏
𝒏−√𝒏. Calculați  𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
𝒃𝒏 

 

Soluție: 

a) an= 𝑛 + 1 − ∑
𝑘2+𝑘+1

𝑘2+𝑘

𝑛−1

𝑘=1
= 𝑛 + 1 − ∑ (

𝑘2+𝑘

𝑘2+𝑘
+

1

𝑘(𝑘+1)
)𝑛−1

𝑘=1 = 𝑛 + 1 − ∑ (1 +
1

𝑘
−

1

𝑘+1
)𝑛−1

𝑘=1   

                                                                                        .......................................................... 2p 

 

an= 𝑛+1−𝑛+1−1+
1

𝑛
=1+

1

𝑛
  ,      lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 =1                                                    .......................................... 2p 

 
 

b) lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛−√𝑛

= lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛(
𝑛−√𝑛

𝑛
)

                    .............................................. 2p     

                                lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑒
lim

𝑛→∞

𝑛−√𝑛

𝑛 = e                                                  .................................... 1p 
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Problema 4.  În sistemul ortogonal xOy ,fie punctele A(2,0),B(6,0),C(4,4). 

a). Determinați mulțimea punctelor M din interiorul triunghiului ABC pentru care 

 𝓐[𝑨𝑪𝑴] = 𝓐[𝑩𝑪𝑴]. 

b). Determinați ortocentrul triunghiului ABC. 

 

Soluție: 

a) Fie M(x, y) atunci avem 𝒜[𝐴𝐶𝑀] = 𝒜[𝐵𝐶𝑀]   

                                             
1

2
||

2 0 1
4 4 1
𝑥 𝑦 1

|| =
1

2
||

6 0 1
4 4 1
𝑥 𝑦 1

||                                                               

.............................................................................................................................................1p 

|8 + 4𝑦 − 4𝑥 − 2𝑦| = |24 + 4𝑦 − 4𝑥 − 6𝑦| ⇒ 𝑀  𝑎𝑝𝑎𝑟ț𝑖𝑛𝑒 𝑑𝑟𝑒𝑝𝑡𝑒𝑖 𝑑 𝑑𝑒 𝑒𝑐𝑢𝑎ț𝑖𝑒 𝑦 = 4 

𝑠𝑎𝑢 𝑑𝑟𝑒𝑝𝑡𝑒𝑖 𝑑 𝑑𝑒 𝑒𝑐𝑢𝑎ț𝑖𝑒 𝑥 = 4       ..................................................................................1p 

𝑑 ∩ 𝐼𝑛𝑡∆𝐴𝐵𝐶 = [𝐶𝐷] 𝑢𝑛𝑑𝑒 𝐷(4,0) 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑚𝑖𝑗𝑙𝑜𝑐𝑢𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑙𝑢𝑖[𝐴𝐵]..............................1p 

𝑑, ∩ 𝐼𝑛𝑡∆𝐴𝐵𝐶 = 𝐶. Deci mulțimea punctelor din plan formează segmentul [𝐶𝐷]............1p 

b). 𝐴𝐵: |
𝑥 𝑦 1
2 0 1
6 0 1

| = 0  𝑦 = 0  

→ 𝐼𝑛𝑎𝑙ț𝑖𝑚𝑒𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑒𝑠𝑝𝑢𝑛𝑧ă𝑡𝑜𝑎𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑡𝑢𝑟𝑖𝑖 𝐴𝐵 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑑𝑟𝑒𝑎𝑝𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙ă 𝑑𝑒 𝑒𝑐𝑢𝑎ț𝑖𝑒 𝑥 = 4.......1p 

𝐴𝐶: |
𝑥 𝑦 1
2 0 1
4 4 1

| = 0 ⇒ 𝑦 = 2𝑥 − 4 𝑐𝑢 𝑝𝑎𝑛𝑡𝑎 𝑚 = 2 ⇒ 𝑚ℎ = −
1

2
  

→ 𝐼𝑛𝑎𝑙ț𝑖𝑚𝑒𝑎 𝑐𝑜𝑟𝑒𝑠𝑝𝑢𝑛𝑧ă𝑡𝑜𝑎𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑡𝑢𝑟𝑖𝑖 𝐴𝐶 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑑𝑟𝑒𝑎𝑝𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑐𝑢𝑎ț𝑖𝑒 𝑦 = −
1

2
𝑥 + 3...........1p 

→ 𝑂𝑟𝑡𝑜𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢𝑙 𝑡𝑟𝑖𝑢𝑛𝑔ℎ𝑖𝑢𝑙𝑢𝑖 𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠𝑡𝑒 ℎ𝑐 ∩ ℎ𝑏 = 𝐻(4,1).....................................................1p 

  

 


