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Problema 1. (7p) 

Pe mulțimea (𝟎, +∞) se consideră legea de compoziție internă, notată „ ∗

”, având proprietățile: (𝒙 + 𝟏) ∗ 𝒙 = 𝟏, ∀𝒙 ∈ (𝟎, +∞) și (𝒙 ∙ 𝒚) ∗ 𝒛 = 𝒙 ∙

(𝒚 ∗ 𝒛), ∀𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ (𝟎, +∞). Să se calculeze √𝟐 ∗ (√𝟐 + 𝟏) și să studieze 

asociativitatea și existența elementului neutru pentru legea  „ ∗ ”. 

 

Soluție: 

Fie 𝑥, 𝑦 ∈ (0, +∞), atunci avem: 𝑥 ∗ 𝑦 = (
𝑥

𝑦+1
∙ (𝑦 + 1)) ∗ 𝑦 =

𝑥

𝑦+1
((𝑦 + 1) ∗ 𝑦) =

𝑥

𝑦+1
...........................................................................3p 

Rezultă atunci că avem: √2 ∗ (1 + √2) =
√2

(1+√2)+1
= √2 − 1. 

Avem: (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 =
𝑥

𝑦+1
∗ 𝑧 =

𝑥

(𝑦+1)(𝑧+1)
 și 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗

𝑦

𝑧+1
=

𝑥∙(𝑧+1)

𝑦+𝑧+1
. 

Este acum evident că există numere reale 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0, +∞) pentru care avem 

relația: (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 ≠ 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) ceea ce arată că legea de compoziție nu este 

asociativă. Dacă operația „ ∗ ” ar avea un element neutru notat e ar rezulta că 
𝑥

𝑒+1
= 𝑥, (∀)𝑥 ∈ (0, +∞)de unde rezultă că 𝑒 = 0 ∉ (0, +∞). Prin urmare legea 

de compoziție din enunț nu admite element neutru..........................  4p 
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Problema 2. (7p) 

Fie G=(-1,1 ). Pentru orice x, y∈ 𝑮 , notăm x◦y =
𝒙+𝒚

𝟏+𝒙𝒚
 . 

a) Arătați că (G,◦) este grup abelian și este izomorf cu grupul ( (0,+∞), ∙) . 

b) Calculați  
𝟏

𝟑
 ◦

𝟏

𝟓
 ◦

𝟏

𝟕
 ◦........◦

𝟏

𝟐𝟎𝟐𝟓
 . 

 

Soluție: 

a) Dacă x, y∈ G atunci x◦y ∈G.......................................................1p  

   Axiomele grupului ..................................................................... 2p 

    f:G→ (0, ∞) , f(x)=
1−𝑥

1+𝑥
 este izomorfism   ..................................2p 

b)    f(z)= f(
1

3
◦

1

5
 ◦

1

7
 ◦........◦

1

2025
)=f(

1

3
)f(

1

5
).......f(

1

2025
)=

1

2

2

3

3

4
...........

1012

1013
 =

1

1013
 . 

Deci 
1−𝑧

1+𝑧
=

1

1013
 .  Rezultă că z=

506

507
...........................................2p 
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Problema 3. (7p) 

Pe un interval I din domeniul maxim de definiție să se calculeze o primitivă 

pentru funcția 𝒇: 𝑰 → ℝ, 𝒇(𝒙) =
𝟏+𝒔𝒊𝒏𝒙

𝟏+𝒄𝒐𝒔𝒙
∙ 𝒆𝒙. 

 

Soluție: 

Fie 𝐼 ⊂ ((2𝑘 − 1)𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋), 𝑘 ∈ ℤ un interval din domeniul de definiție 

al funcției f. 

Avem: ∫
1+𝑠𝑖𝑛𝑥

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
∙ 𝑒𝑥𝑑𝑥 =

1

2
∙ 𝑒𝑥 + ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝑡𝑔

𝑥

2
∙ 𝑑𝑥 +

1

2
∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝑡𝑔2 𝑥

2
𝑑𝑥. Pe baza 

alegerii intervalului I rezultă că 
𝑥

2
∈ ((2𝑘 − 1)

𝜋

2
, (2𝑘 + 1)

𝜋

2
) , 𝑘 ∈ ℤ și deci în 

domeniul de definiție al funcției tg..................................................................4p 

 Deoarece ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝑡𝑔
𝑥

2
∙ 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 ∙ 𝑡𝑔

𝑥

2
−

1

2
∫ 𝑒𝑥 ∙ (1 + 𝑡𝑔2 𝑥

2
) 𝑑𝑥   rezultă că                             

𝐹(𝑥) = 𝑒𝑥 ∙ 𝑡𝑔
𝑥

2
+ 𝑐 este o primitivă pentru 𝑓...............................................3p 
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Problema 4. (7p) 

Calculați: 

I=∫
(𝟓−𝒙)𝟏+(𝟓−𝒙)𝟑+(𝟓−𝒙)𝟓+ … +(𝟓−𝒙)𝟐𝟎𝟐𝟑

𝟏+(𝟓−𝒙)𝟐+(𝟓−𝒙)𝟒+ … +(𝟓−𝒙)𝟐𝟎𝟐𝟒
𝒅𝒙

𝟏𝟎

𝟎
. 

 

Soluție: 

Facem substituția t=10-x ⟹  dt=-dx…………………………………...2p 

5-x = t-5……………………………………………………………………1p 

x=0 ⟹  t=10 

x=10 ⟹  t=0……………………………………………………………….1p 

I=− ∫
(𝑡−5)1+(𝑡−5)3+ … +(𝑡−5)2023

1+(𝑡−5)2+(𝑡−5)4+ … +(𝑡−5)2024
𝑑𝑡

10

0
 

I=− ∫
(5−𝑡)1+(5−𝑡)3+ … +(5−𝑡)2023

1+(5−𝑡)2+(5−𝑡)4+ … (5−𝑡)2024
𝑑𝑡

0

10
………………………………………2p 

Obținem I = -I 

⟹  I=0…………………………………………………….................1p 

 


