OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 17 februarie 2024
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xll-a

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y = x*y? —4(x+ y)2 +1.
a) (2p) Aratatica 0*1=-3.
b) (2p) Aratati c& x*(—1)<2x, pentru orice numar real X.

) (3p) Determinati perechile (m, n) de numere naturale nenule, cu m<n, pentru care m*n=1.
Bacalaureat — iunie 2023

Solutie: a) 0%1=0%-1°—4-(0+1)" +1=0-4+1=-3.
b) x *(—1) =-3x*+8x-3= —3(X—1)2 + 2X < 2X, pentru orice numar real X.
c) m*n:1<:>(m—2)(n—2):4. Cum m,neN", cu m <n, obtinem solutiile (3,6),(4,4).

Barem

Obtine 0*1=-3 2p
Obtine x*(—l):—3(x—l)2+2x£2x,VXGR 2p
Obtine (M-2)(n—-2)=4 2p
Finalizare (m,n) {(3,6),(4,4)} 1p

=~ %

2. (7p) Pe multimea M =(0,%) se da legea de compozitie asociativa ”*” cu proprietatea cd

Xyz . NP X .
x*y*z:#, pentru orice X,y,ze M . Ardtati ca x*y:—y, pentru orice X,y e M .
X+Yy

XY + Yz + 2X
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. A aAr X . . )
Solutie: Observam intadi cd X X* X 25, pentru orice Xxe M . Fie X,y € M oarecare si Z=X*Y.

Pedeoparte, zxzxz= % , iar pe de alta parte

Xyz

Xyz Xy + YZ + X y Xyz
Z*Z*7=X*kY*kZkX¥Y=—""T—"——%X*kY= = = = > > .
XYy + Yz + zX y X4+ y Y EXy Xy +2yz + 22X
Xy + YZ + ZX Xy + YZ + X
Egaland cele doua scrieri obtinem ca z:ﬂ,de unde x*yzﬂ,pentru orice x,yeM .
X+Yy X+



Barem

Observa ca x*x*x:g, pentru orice xe M 2p
Obtine z*z*z:é,pentru Z=X*Yy 1p
Obtine 7ugnz=— 3p
Xy + 2yZ + 22X
Finalizare x*yzﬂ, pentru orice x,ye M 1p
X+Yy
1
2
3. Gp)CﬂmﬂaiHmnj arcsinx g
0

Anca Andrei, Suceava

Solutial: Cum 0 <arcsin x < arcsin % = % , VX € [O, ﬂ , rezulta ca:

1 1
2 ,n-1 . 2 n-1
X' -arcsin x T nx 2 T .1
OSnj—dx<— j dx = ¥ =—-arcsin —.
o NV1-x*" 6 5V1-x>" o 6 2
1
1 2 -arcsin Xy
Cum Ilm E arcsin 2— =0 rezulta din teorema clestelui ca lim nj =0.
n—o N—0
0
Barem
. o o . .1 1
Precizeaza ca O <arcsinx <arcsin—-=—,Vxe|0,—= 2p
2 6 2
1 1
2 x" . arcsin Xy < F 2 gt
Deduce ca 0<nI S—~J.4dx 2p
0 — 6 0 1- in
1
2 arcsin x s 1
Obtine ca 0<n I—dxs--arcsin—n 2p
0 4/]_ X 6 2
1
2
. . x -arcsin x
Finalizare limn =
im ! 0 1p




1

1

2 fon
. /4 . arcsin x

j arcsin x" arcsm xdx = —arcsin o

! 6 2

——dx <

2 V1-x

-arcsin X

\/_7

Solutia2: n

o'—.l\)\r—\
O N |

1 1

2 2
—arcsmi—jarcsmx dx < —arcsmi—jx“dx: —arCSInin——nll' L '
6 2" 5 6 5 6 2" 2" n+1

| =

1
2 ,n-1 - 2
. X' arcsin X T .1 1 1 ) . . x" -arcsin x
Atunci Ognj4dxg—arcsm———-— si obtinem lim nj4dx:0.

o 1= x> 6 2" 2™ n+l 7 now e 1o x?

Barem
1 1 1
2 2 2 H n
j arcsmx j arcsin x" arcsm xdx_—arcsm——.fwdx 2p
0 — 0 6 2" 5 J1-x?
1 1 1
2 2 2
J rcsmx Ircsinx”dxzjx”dx: nlﬂ-i 3p
> J1-x? 5 n+1
1 1
Obtine OSnIﬂd <— arcsmi—%- 1 , de unde Iimn s arcsmx x=0 2p
0 »\'1 X 6 2 2 n+1 n—oo ’1 X

4. (7p) Fie f,g:[a,b] >R functii continue, cu g(x)=0,vxe[a,b] si _[:f(x)dx=—j:g(x)dx

. e b " (x . . . L
Pentru orice ne N definim |, :J. #dx si J, =, +1,,. Aratati ci toti termenii sirului (J,)
a g (X) n>1
au acelasi semn.
Marius Marchitan, Suceava

Solutie: Cum g(x)=0,Vxe[a,b] sig este continua rezultd ci g are semn constant pe intervalul [a,b].

De asemenea, Jn=j:{f2n+2(x)+ f2n+l(x)jdx=jbw(f( )+9(x dX+I )+9(x))dx =

gzn+1(x) gzn(x) a g2n+1(x)

:j:(w+1J(f(x)+g( ))dx_'fb P (x )+92M(X)-(f(x)+g(x))dxz

an+l(X) 92n+l(x)

=jb(fz”(x)— 204 (x) g (%) +...— F(x)g*"* (x)+9°" (x))(f (x)+9(x))

a g2n+l(x)

dx .




Tinand cont de faptul ca h(x)= f*"(x)— f*"*(x)g(x)+...— f (x)g*"* (x)+9°" (x)=0,vxe[a,b]
(vom arita in cele ce urmeaza), ( f (x)+g(x)) 20,¥xe[a,b] sica g>™* are semn constant pe

intervalul [a, b] , acelasi cu g, deducem ca J, are acelasi semn cu g pentru orice ne N’ .

Pentru a ardta c& h(x)>0,Vx e[a,b] putem scrie

2h(x):f2”(x)+<f "(x)-2f(x)g ()+f2“Z(X)gz(x))+...+(fz“(x)gzn’z“(x)—
SR (g () 1 (0T g (1) (£ (607 ()21 ()97 ()47 ()

g
+9%"(x) = 2 (x)+ ( "(x)+ " (x) g (x )) +. +(f (x)g”‘k(x)+fk‘l(x)g“‘k“(x)) T

.+(f(x)g”’l(x) (x)) +9°"(x)>0,vxe[a,b].

Alternativ, se poate folosi polinomul p = X?"—X*""+ X%+ X? - X +1 ale cirui radicini sunt
radicinile de ordin 2n+1 ale lui —1 diferite de -1 ( X2 41=(X +1)- p) si care sunt complexe

nereale, distincte, conjugate doua cate doua, etc.

Barem

Precizeaza cd g are semn constant pe intervalul [a,b] 1p
b(fz”(x)— f2(x) g (x)+...— f(x)g*"*(x)+ gz”(x))(f (x)+g(x))2

J :_[ 2n+l dx 3p
: 9" (%)

h(x)= > (x)- £ (x)g(x)+...— f(x)g*"*(x)+9*"(x)20,vx e[a,b] 2p

Finalizare 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



