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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

1. a) (3p) Demonstrati cd Xy + yz + zX < %(x+ y+ z)2 pentru VX, Y,z eR.
b) (4p) Aratati ca oricare x,y,z numere strict pozitive, are loc inegalitatea:
X yz+y\/§+z\/ﬁﬁé(x+y+z)2.

Petrache Aurica, Suceava

Solutie:  a) La relatia Xxy+yz+zx<x’+y*+z°adund 2(Xxy+yz+2x) de unde obtinem

3(xy+yz+2x) < x*+y* +2° +2Xy + 2yz + 22X unde rezultd xy + yz+zx£%(x+ y+z)2.

b) Din inegalitatea mediilor rezulta ca pentru orice X,y,ze€R, are loc \/yz < % , de unde
X(y+1z Z+X) . Z(x+
rezultd ca X/yz < % . Analog si pentru y\/R < ¥ sl Z /Xy < %

Adunand cele trei inegalitati membru cu membru obtinem X/ YZ + Y~/ZX + Z4/Xy < Xy + Yz + zX. Dar stim
CA XY+ YZ+ XX+ Y +7%, VX, Y, zeR

Barem
a) adund 2( Xy + yz+2x) larelatia xy +yz+2zx < x* +y* + 2 3p
Obtine 3(Xy+yz+2X) < X*+y* +2° +2Xy +2yz + 22X de unde obtine relatia 1p
b) Scrie inegalitatea mediilor \/ﬁs y;rz , de unde x./yz s@ si analoagele 2p
Aduni relatiile si obtine Xy +yz+zx < x>+ y*+12°, VX, Y,z R de unde foloseste a) 1p

2. a) (4p) Fie (a, )n21 o progresie aritmetica de ratie r 0. Si se calculeze (a,,, —a, )(af+l +a,,,8, + akz)

si folosind eventual rezultatul sa se calculeze urmatoarea suma:

S,=(a; +a,a +a’)+(al +a,3,+a; )+..+(a’, +a,,a, +a’ ), exprimand rezultatul in functie de

primul termen si de ratie.
b) (3p) Sa se arate cd numarul N =99...9400...09 este patrat perfect.
| IS I S

n cifre n cifre

Cenusa Remus, Suceava



Solutie: a) Fie r=a,—-a =a,—a,=..=a,,—a,, unde r R este ratia progresiei arata ca
(31 —a)(al, +a,..a +af)=2a’ —a Inmultim suma cur, si apoi in fata fiecarui termen scriem ca

. 2 2 2 2 2 2
r=a,,—a:S,=(a,-2a)(a +a,a +a’)+(a,-a,)(al +aa, +al ) +..+(a,,~2,)(a2, +2,.8, +a7).

Astfel fiecare termen devine o diferentd de cuburi: rS, =al —a’+aj-aj +...+a’,—a’ sau

n+1

21— saurs =r-n-(a’,+a,,a +a;) unde &, —a =r-n.Deci suma este:

S, = n-(3a12 +3nra1+af).
b) Scriem numarul N =99...900...0+400...0+9 unde N =99...9-10"% +4-10"" +9

ncifre  ncifre n cifre n cifre

rS, =a

N =(10"-1)-10"% +4.10™" +9 = N =10°"** —10" +(10—6)-10"" +9 si obtinem
N =10*"2 —10™? +10™?% —6-10"" +9, reducem termenii asemenea de unde rezultd

N =(10”“ )2 ~2.10"".3+3 de unde N :(10”“ —3)2.

Barem

- 2 2 3 3
Arataca (a,,—a, ) (8}, +a.,8 +a)=a;, —a; 1p

Inmulteste relatia cu r =@, ,, —a, si obtine

S, = (a,-a.) (e + a8, +af )+ (a,-a,)(a +aa, +af) .+ (a, -2, ) (@i + a8 +a) | 1P

Exprima 1S, =aj-a’ +aj—aj +..+a’, —-a’ 1p

Rezultatul S, = n-(3a12 +3nra1+af). 1p

b) Scrie pe N =(10"~1)-10"* +4-10"" +9 1p

N =102 —10"? +(10-6)-10"* +9 1p
n+l 2 1 2 n+l 2

N =(10") ~2:20""3+3" si finalizare N = (10" -3) 1p

. . 1 2 n 2n
3. (4p) Demonstrati urmatoarea egalitate 3 +=+..+—= 3_2n+3

32 3 4 4.3

*

, heN

Hopulele Marcela, Suceava

Solutie: Notam P(n) enuntul dat. Pentru a demnonstra propozitia (V)P (n) aplicim metoda inductiei

matematice:

2:1+3
4.3"

Etapa I: pentru n=1 obtinem P (1) : % = % — " care este propozitie adevarata.



Etapa Il: Si demonstram implicatia P(k)— P(k +1),k >1, adic presupunem

P(k): 1+ 2 +. .+£k:§— 2 +k3 propozitie adevarati si si demonstrim ci
3 3 3 4 4.3
P(k +1):1+£2+... kk+11_ 3_2 tj Folosind P(k) adeviratd rezultd
3 3 3 4 4.3
1 2 k k+l 3 2k+3 k+1 3 (3(2k+3) 4(k+1)) 3 2k+5
P(k+l):=+=+..+—+ =———+ = - =—— .
( ) 3 32 3k 3k+1 4 4 3k 3k+l 4 ( 43k 3k+1 4 4_3k+l

P(k)
Asadar P(k+1) este adevarata.
Cele doua etape sunt verificate , conform principiului inductiei matematice rezulta ca P(n) este propozitie

adevarata pentru (V)ne N,

Barem
Verifica etapa | 2p
Scrie etapa II si scrie P(k+1):%+%+... z;}:%—% 2p
3(2k+3) 4(k+1
Demonstreaza ca ——2k+k3 k:—ll—S ( . )— (kl ) 2p
4 4.3 3 4 4.3 3
Demonstreaza P(k+1) si concluzia. 1p

4. a) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC . Aratati ca, oricare ar fi Q un punct din plan, are loc

relatia Q—G :%(@+Q§+QT)
b) Tn planul paralelogramului ABCD se considera punctele M, N, P astfel incat AM = %E ;

NB = g@ si DP = —%ﬁ Aritati ca punctele A Csi G - centrul de greutate al triunghiului MNP
sunt coliniare.

Ghelbere Mihaela, Campulung Moldovenesc

Rezolvare:
a) Fie M mijlocul segmentului AB.

G este centrul de greutate al triunghiului ABC = AG = %m Avem
S

QG =0QA+ AG :QA+§AM =

e 21— S

QA+7| AB+2BC =QA+= (AQ+QB) (BQ+QC)=

%(Q—m@m—c). 4




b) Conform punctului a) avem

Conform ipotezei NB = g@ = BN = gB_Cf si

ﬁ:—%@:ﬁ:%ﬁxemuﬁca

AG-L(AD+iDC+2AB+AB+2BC
3 6 3 6

ABCD paralelogram => BC = AD = AG :%(%ﬁ+l—éﬁj :%(ﬁ#@) =

A—G, AC sunt coliniari = A, C, G sunt coliniare.

Barem

Yol
18

a) Fie M mijlocul segmentului AB. B
G este centrul de greutate al triunghiului ABC =

AC-2AM
3

1p

cﬁ:@ﬁ:@gm:

QA+ 2( 78 + B¢ ~0A+ 2 (A0 +B) (53 -

~(QA+QB+QC).

2p

b) Desen

1p

Conform punctului a) avem

_  — ——  ——  ——

Conform ipotezei NB = g@ = BN = gﬁf si

1 —

DP :—ECD — DP :%D—c. Rezulti ci

3p




G- AD+1DC 2AB.AB+2BC
3 6 3 6

ABCD paralelogram = BC = AD =

AG =3[ 2 AD+ 1 AB |- (AD+ AB) == AC = AG, AC sunt coliniari = A,C,G
3\ 6 6 18 18

sunt coliniare.

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



