OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 17 februarie 2024
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xl-a

1. (7p) Fie a,beR, a<b. Se considera sirurile (x,) _, si (y,) , definite prin:
CAXx Ty, . _Ix,+4y,

x=a,y=b, Xoa = S Yo = pentru orice ne N

Aratati ca cele doua siruri sunt convergente, au aceeasi limita si determinati aceasta limita.

Gazeta Matematica

Solutie:  Adunand, apoi scdzand relatiile din ipoteza, obtinem X ,+Y,, = % =X, +Y, si
—3X, +3y 3 . «
Xog = Yoy =————+=——(X,— Y, ), pentruorice neN .
n+1 yn+1 ll 11( n yn) p

~ ~ . . 3 - *
Dacanotam s, =X, +Vy, si d, =X, —Yy,,avem s ,=s sid , = —1—1dn , pentru orice ne N,

D . . . ) 3 .
adica sirul (s,)  este constant, iar sirul (d, )  este o progresie geometrica cu ratia —— . Deducem ca
> N /n>1 > N /n>1 5 1

n-1
s,=a+bsid, :(—1—31] -(a—b), pentru orice ne N". Rezulta cd lim s, =a+b si lim d, =0.

n—0 nN—o
X, +Y,=S,
Xo = Yo = dn

a+b

S _d - *
. > L, pentru orice neN .

Sn+ n

rezultd X, =

Pe de alta parte, din { iy, =

Acum este evident ca lim x, =lim y_=

nN—o0 n—o0

€ R, adica cele doua siruri sunt convergente la

Barem
) 3 . .
XogF Yo =X Y, §1 X =Y, = —1—1(xn —Y,), pentru orice ne N 2p
3 n-1
s,=a+bsid, :(—1—1] -(a—b), pentru orice ne N” 2p
lims =a+bsilimd =0 1p
lim x, =lim yn=a+beR 2p




5x+1 -2x
10x 1-4x
a) (3p) Ardtati ca A(x)-A(y)=A(x+y+Xy), pentruorice x,yeR.

b) (4p) Determinati numérul natural n stiind cd A(1)- A(2)- ... - A(2023)- A(2024) = A(n).

2. In multimea M, (R) se consider matricele A(x) :( j ,unde xeR.

* k% %

. AN . 1 0) . 5 -2
Solutie: a) Mai Tntai observam ca A(x)=1,+xB, unde I, = 0 1 si B= 10 4l

Pentru orice x,yeR avem A(x)-A(y)=(l,+xB)(I,+yB)=1,+xB+yB+xyB* si cum B’=B,
deducem ca A(X)-A(y)=l,+(X+y+xy)B=A(x+y+xy).

b) Deoarece X+y+ Xy =(x+1)(y+1)-1, deducem ci A(x)-A(y)=A((x+1)(y+1)-1), apoi
A(x)-A(y)-A(z)=A((x+1)(y+1)(z+1)-1), pentru orice x,y,zeR.

Folosind inductia matematica, obtinem ca pentru orice numar natural N>2 si pentru orice

numere reale X, X,, ..., X, avem A(x)-A(X,)- .- A(X,) = A((% +1)(X, +1)...(x, +1)-1).
In concluzie, avem A(1)-A(2)-...-A(2023)- A(2024) = A(2-3-...-2024-2025-1), prin

urmare n=20251-1.

Barem
a) A(x)=1,+xB, unde I, B= b 1
= = s
10 -4 P
Demonstreaza egalitatea A ) (X +y+ Xy) X,y eR 2p

b) Demonstreaza A( ) A( ) ((x+1)(y+1) )
A(x)-A(y)-A(z)= A((x+1)(y+1)(z+1)-1), pentru orice x,y,zeR
Demonstreaza prin inductie egalitatea

A)- A - A ) = A((% +1) (% +1). (X, +2)-1) 2p
Finalizare 1p

Ip




3. (7p) Se considerd m,n, pe N’ si functiile f,g:[2,0) >R, f(x)= >;n+f , g(x)=px—+/x*—2x.
+

Determinati numerele m,n, p stiind ca lim (f (x))g(x) = ™%,

X—0

* * %
0, dacam<n
. . . . X"+2
Solutie: Remarcdm mai intdi cd lim f (x)=lim——=1< 1, dacaim=n.
_ X—> x>0 X" 41
oo, dacam>n
p*—1)x* +2x _ 1, daca p=1
Deoarece px—+/x*—2x = ( ) , rezultd limg(x) = ) b=
PX + v/ X* — 2X X o, dacd p>2
. : . . x 0, dacam<n .
Drept urmare, oricare ar fi m,n,peN cu m=n, avem lim (f(x))g( ) :{ ) , lar
X0 oo, dacam>n

o) =1. Rdmane sa studiem limita in cazul m=n si p>2.

px—yx2-2x
) Xl x4 1, dacd n>1
Atunci lim (f(x))g()=lim[(l+ E J ] ={ g .
X—>00 X—>00 X+ e’ ", daca n=

in concluzie, lim ( f (x))g(x) = e®* daca si numai daci m=n=1si p=2025.

X—0

daci m=n si p=1 avem lim (f(x))

X—00

Barem
"o 0, dacam<n
Iimf(x):limxn+ ={ 1, dacim=n 1p
X—>00 X—>00 X +
oo, dacam>n
1,daca p=1
limg(x)= 1
. . * . g(x) 0, dacam<n
oricare ar fi m,n,peN" cu m=n, avem lim (f(x))"" = ) 1p
X o, dacam>n
daci m=n si p=1avem lim (f(x))g(x) =1 1p
px—/x%-2x
» I 1, daca n>1
lim (£ (x))" =1im (1+ 1 j . 2p
X0 X0 x"+1 eP™, daca n=1
lim (f(x))"™ =e** < m=n=1si p=2025 1p




4. a) (3p) Se considerd matricele A, B e M,(R) si functia f:C—C, f(x)=det(A+xB). Aritati ca
existd a,beR astfel incat f (x)=det(A)+a-x+b-x*+det(B)-x*.
b) (4p) Fie weC\R astfel incdt @°=-1. Dacd matricele A BeM,(RR) verifica egalitatea
det(A+wB) =0, aritati ca det(A+B)=det(A)+det(B).

Dan Popescu, Suceava

Solutie: a) Fie A=(aij) si B=(bij). Atunci A+ xB=(aij +Xbij). Folosind succesiv proprietati ale
t

!

rs+s tf |r s t| |r s
determinantilor | detipul ju v+Vv' w/=|u v w+u V' w| |, obtinem det(A+xB) scris ca
m n+n" pl m n p| |m n p
suma a opt determinanti de ordinul trei. Dacd scoatem factorul comun X de pe coloane si grupam
termenii dupa puterile lui X, gasim det(A+ XB) =, +a - X+a,- x? +a,- x®, unde y, 0, 0,, 0, €R i

a; &, aj a, a, byl ja, b, a; b, a, a;
Uy =|8y @, ay|=detA, =2y 8y byt by apl+by @, ay,
8 8y Ay Ay Ayp Dyl (A, by an| by A, ay
a, b, byl by a, by |b, b, a, b, b, by
a, =y by Dy+{D,; @, byl+iby by @y, a;=|b,; b, byl=detB.
ay by Dyl (b &, by by by Ay by, by, by

Rezulta f(x)=det(A)+a-x+b-x*+det(B)-x°, unde a=c, eR si b=a, eR.

b) Din @°=-1 rezultd (a)+1)(a)2 —a)+l)=0 si cum we C\R, obtinem &° =w—1.

Deoarece  det(A+wB)=0, avem f(w)=0. Folosind relatia de la punctul a), obtinem
det(A)—det(B)—b+(a+b)-a):0 si cum a,b,det(A),det(B)eR rezultd a+b=0.

Acum avem det(A+B)= f (1)=det(A)+a+b+det(B)=det(A)+det(B).

Barem
a) Justificarea egalitatii f (X) = det(A) +a-X+b-x*+ det(B)- x®, unde a,beR 3p
b) Justificd @ =w—1 1p
Demonstreaza a+b =0 2p
Finalizare 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



