OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 17 februarie 2024
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Vlll-a

. o .. 41 . <
1. a) (3p) Determinati valoarea minima a expresiei X° +3X + 7 oricare ar fi X numar real.

b) (40) Daci x st <t real. aritati o 1 N 1 N 1 <1077
) (4p) Daca x este numar real, aratati ca . A1 %13 X rdxa 27 2004
+3X+Z

Ana Marcela Popa, Radauti
Solutie:

2 2
a)Avem x° +3x + 471 = (x +§j +8. Din (x +§) >0, pentru orice X numar real, deducem ca

2
X2+3X+%:(X+g) +82>8. Valoarea minima a expresiei x2+3x+%este 8.
: ) 41 . -._ 3 5 1 1
b) Din a) avem x“ +3x+— >8, cu egalitate daca x = ——, deducemca ———— <= .
4 2 X2 418
+3X+—
4
2
Din x> +Xx+3= X+£j +EZE,egalitateaare loc daca x = —E.Deducem ca Z;Si
2 4 4 2 X“+x+3 11
Din x2 + 4x + 27 = (x + 2)? + 23 > 23, egalitatea are loc daci X = - 2. Deducem ci 1 < L

X2 +4x+27 23

Adunand inegalitatile si observand ca egalitatile nu se pot realiza simultan, obtinem

1 1 1 1077
e 375 tax 127 " 2024
W2 13y 4 At X HX+3 XT+AX+
4
Barem:
a)x2+3x+4—1— x+3 2+8
4 2 lp
. 3y . § L, 41 3Y
Din x+E >0, pentru orice X numar real, deducem ca x +3x+?= x+E +8>8. 1p
o Do 41
Valoarea minima a expresiei X +3X+Ze5te 8. 1p




2
b)Din x? +X+3:(X+%j +% 2%, egalitatea are loc dacd X = —%.

1 Lp
Deducem ca <— @
x?+x+3 11

Din X2 + 4x + 27 = (X + 2)* + 23 > 23, egalitatea are loc daci X = - 2.

Deducem ca ; <—. (2 lp
X +4x+ 27 23

Din a), deducem ca 1 < 1 (3), egalitatea are loc daca x = —§.
X2 +3x + " 2 1p

Observ ca egalitatile din (1), (2) si (3) nu se pot realiza simultan.

Adunéand inegalitatile (1), (2) si (3) pentru care egalitatile nu se pot realiza simultan,

) 1 1 1 1077
obtinem A1 + 1p
X2 4 3x 4 7= x? +x+3 x? +4x+27 2024

2. (7p) Fie a,b,ceZ si x =2024>"72¢ y=2024"*"% 7 =2024°* %"  Demostrati ci:

1 1 1
+ + =1.
1+x+xy 1+y+yz 1+z+2x
Gabriela Gogan, Malini

Solutie:
Cum Xx-y-z = 202430-2erbre2arcra=2b _ 50240 obtinem X-y-z=1.
1 1 1 _ 1 X Xy

+ + = + + s =
1+ X+Xxy 1+y+yz 1+z+2X 1+X+XY X+XY+XYyZ Xy+Xyz+Xyz

1 X Xy 1+x+xy 1 1 1
+ + =1, de unde + + =1.
1+ x+xy X+xy+1 xy+1+x 1+ Xx+Xxy 1+x+xy 1+y+yz 1+z+2X

Barem:
X - y .7 = 2024a+b—20+b+c—2a+c+a—2b — 20240 1 p
X-y-z=1 1p
1 1 1 _ 1 X Xy
+ + = + + = 1p
1+Xx+xy 1+y+yz 1+z+2X 1+X+XYy X+XY+XyZ Xy+Xyz+Xyz
Tnlocuim x-y-z=1 1p
1 X Xy 1 X Xy
+ + 5 = + + = 1p
1+ X+Xy X+Xy+XyZ Xy+Xyz+xyz 1+xX+Xy X+xy+1 xy+1+X
1 N X N Xy 1+x+xy 1 1p
1+ x+xy X+xy+1 xy+1+x 1+Xx+Xxy
! + ! + ! =1 1p
1+X+xy 1+y+yz 1+z+2X




3. (7p) Se considera cubul ABCDA’B’C’D’, centrul O al fetei ABCD, iar punctele M si N sunt
mijloacele muchiilor AB, respectiv BC. Aratati ca dreptele D'B, A’N, C’M si B’O sunt concurente.
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Solutie:
D’B’|| OB, fie D’BNB’0={P} conform T.F.A. APOB~ APB’D’= op _BP _ 0B 1 Q)
B'P D'P D'B' 2
QN BQ NB
QA" D'Q A'D’

A’D’|| BN, fie A'NAD’B={Q} conform T.F.A. AQNB~ AQA’D’ = :% )

N BP  BQ
Din (1) S1 (2) = ﬁ_ D'Q

segmentul in acelasi raport = P=Q = D’B, B’O si A’N sunt concurente.

si cum exista un singur punct interior segmentului BD’ care imparte

MB||D’C’, fie D’BNC’M={T} conform T.F.A. ATMB~ ATC’'D’= ™_BT _MB 1 3)
TC' D'T C'D" 2

. ) BP BT . . . o . , N
Din (1) si 3) = DP DT si cum existd un singur punct interior segmentului BD’ care Tmparte
segmentul in acelasi raport = P=T = D’B, B’O si C’M sunt concurente.
Deci, P=Q=T = dreptele D'B, A’N, C’M si B’O sunt concurente.
Barem:

D’B’|| OB, fie D’BNB’0={P} conform T.F.A.

OP BP OB 2p

APOB- APBD = 2P _ BP _ OB _1 4
BP DP DB 2

A’D’||BN, fie A’'NnD’B={Q} conform T.F.A.

QN  BQ NB _1(2)
QA" D'Q A'D'" 2

. . BP  BQ . N . N 2p
Din (1) si 2) = 5P D 0 si cum exista un singur punct interior segmentului BD
care Tmparte segmentul in acelasi raport = P=Q = D’B, B’O si A’N sunt concurente

AQNB~ AQA’D’ =

MB||D’C’, fie D’BNC’M={T} conform T.F.A.

ATMB~ ATC’D’= ™ _B1T _M8 _1 (3)
TC' D'T C'D' 2 2p
BP BT
Din (1) si (3) = DP DT si cum exista un singur punct interior segmentului BD’
care Tmparte segmentul in acelasi raport = P=T = D’B, B’O si C’M sunt concurente
P=Q=T = dreptele D'B, A’N, C’M si B’O sunt concurente. 1p

4. Pe planul rombului ABCD, cu AC = 83 cm si L ABC = 120° se ridica perpendicularele BM si DN,
situate de o parte si de alta a planului (ABC), BM = 6¢cm si DN = 8cm.

(3p) a) Aratati ca AC este perpendiculara pe planul (MON), unde O este punctul de intersectie al
diagonalelor rombului ABCD.

(4p) b) Calculati sinusul unghiului determinat de dreptele MC si AN.

Gabriela Sascau, Radauti



Solutie: a) Cum ABCD romb = DB 1 AC. Din ND L (ABC), DO L. AC, DO, AC < (ABC), conform
teoremei celor trei perpendiculare NO 1 AC. Analog, MB 1 (ABC), BO_LAC, BO, AC<(ABQ),
conform teoremei celor trei perpendiculare MO L AC.

Deci, NO LAC, MO LAC si NO nMO={0} =AC L (MON).

b) ABCD romb = BD bisectoarea<c ABC = <« ABD = 120°:2=60°, iar AD=AB, deci AABD este
echilateral cu indltimea AO=AC:2= 4«/§ cm, deci AB = 8cm.

Construim PA L (ABC), PA = MB. Cum MB L (ABC), PA_L (ABC) = PA||MB si PA = MB, deci
PMBA paralelogram =PM=AB si PM||AB si cum ABCD romb= AB=CD, AB| CD, deci,
PM=CD si PM||CD=PMCD paralelogram=PD| MC= <« (MC, AN)= <« (PD, AN)= < DOQON,
unde PDNAN={Q}. Din DN_L(ABC), PA_L(ABC)=PA| DN si in AQDN conform T.F.A.
QP QA PA_6_3 QP _ QA
OD ON DN 8 4 PD AN
in triunghiurile dreptunghice APAD si AAND = PD=10 cm, AN=84/2 cm, iar conform (1) avem
QP=30 cm, QA=24/2cm. CumAAND dreptunghic isoscel = < DAN=45°, cum < PAD=90°

AQPA~ AQDN= =3 (1). Aplicand teorema lui Pitagora

2A
= < QAP=45°, deci Agar =PA- QA -sin < QAP:2=72 cm?, de unde sin < PQA = ﬁ = % .

Barem:

a)ABCD romb = DB 1L AC

ND 1L (ABC), DO L AC, DO, AC<(ABC), conform teoremei celor trei perpendiculare 1p
NO LAC

MB L (ABC), BO L AC, BO, AC<(ABC), conform teoremei celor trei perpendiculare

MO 1L AC p
NO LAC, MO LAC,NO ~MO={0} =AC L (MON) 1p
b) ABCD romb = BD bisectoarea<<c ABC = <« ABD = 120°:2=60°, iar AD=AB, deci

A ABD este echilateral cu indltimea AO=AC:2= 4\/5 cm, deci AB = 8cm. Lp

Construim PA L (ABC), PA = MB.
Cum MB L (ABC), PA1 (ABC)=PA|MB si PA = MB, deci PMBA paralelogram

= PM=AB si PM||AB si cum ABCD romb=>AB=CD, AB||CD, deci, PM=CD si
PM||CD=PMCD paralelogram=PD||MC= <« (MC, AN)= <« (PD, AN)= <« DQN,
unde PD N AN={Q}

1p

DN L (ABC), PA_1L (ABC)=PA| DN siin AQDN conform T.F.A. AQPA~ AQDN=
QP QA PA § § QP QA 3 (1)

QDQN DN 8 4 PD AN 1p
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice APAD si AAND =
PD=10 cm, AN=8/2 cm, iar conform (1) avem QP=30 cm, QA= 24+/2 cm.

A AND dreptunghic isoscel = <« DAN=45°, cum <« PAD=90° = <« QAP=45°,

2A
Agapr =PA- QA sin <« QAP:2=72 cm?, de unde sin<« PQA = — P2 _— Q . 1p
PQ-AQ 10

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



