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1. Se da matricea A(a)=1,+aB, unde B:{ 5 4), aeR.

a) (2p) Sa se arate ca A(x)- A(y) = A(xy +x+Y),Vx,yeR.
b) (4p) Sa se calculeze A(1)- A(2)- A3)-...- A(2024) .
¢) (1p) S se calculeze (A(L))*.

Daniela Negrea, Suceava

a) Avem B°’=B. Rezulti ci A(X)-A(y)=(1,+xB)(l,+yB) =1, + yB+xB+ xyB?
=1,+XB+yB+xyB=1,+(xy+X+Yy)B=A(Xy+Xx+y).

b) AX)- A(y) = A(xy + x+y) = A(X+1)(y+1) —1) . Demonstram prin inductie ca are loc relatia

AX) - A -AXG) - AX,) = A%, +D) (X, +2)...(X, +1) -1),x eR,ne N,

Fie p(n): A(X) - AX,) - AX) -...- A(X,) = A((X +1) (X, +1)..(x, +1) -1),ne N~

p@): A(x,)=A((x,+1)—1)-adevaratd. Presupunem cd p(K) este o propozitic adevarata, deci are loc
AX) - AKX s AKX ) = A +D (X, +1)...(x +1) -1).

Avem A(G)-AMK) s Alr) = (A AL - AK) ) A(X,.s)

= A% +D (X, +1)...(% +1) —1) - A(Xpy ) = AU +D)(X, +1)...(%,,, +1)—1). Deci p(k +1) este adevarata.

p(1) —adevarata
p(k) = p(k+1)
Rezulta ca AQQ)- A(2)-A(3)-...- A(2024) = A(2025!-1)

} = p(n)—adevdrata Yne N .

0) (AQ) = AL)-A®D)-AQ)-...- AQ) = AQ2 2 -1)

Barem



a)B-B=B 1p

AX)-A(Y) = A(xy+X+Y), VX, yeR 1p
b) A(X)- A(y) = A((x+D(y +1) -1) 1p
Demonstreaza prin inductie
A% - AX,) - A s AX,) = A +D (X, +D)...(X, +1) —1), X € R. 2P
AQD)-A(2)-A(3)-...- A(2024) = A(2025!-1) 1p
) (AQ) **=A0)-AQ)-A®D)-...-AQ) = AQ2**-1) 1p

. . a
2. a) (3p) Sa se arate ca oricare ar fi matricea A:[
C

b
] ,AeM,(Z) areloc relatia
d

A?—(a+d)-A+(ad —-bc)-1,=0,.
*k*k
b) (4p) Se considera matricea Ae M, (Z ) astfel incat det A=9. Aratati ca dEt(A2 +5A+9|2) este un

patrat perfect.
Mihaela Berindeanu, Bucuresti (SGM 11/2023)

Solutie:
2

a) Fie A= ab AeM,(Z)= A= a’+be ab-+bd

¢ d ac+cd ch+d?

Avem A’—(a+d)-A+(ad-bc)-1, a’+be ab-+bd —(a+d) ab (ad —bc) =0,.
ac+cd ch+d? c d

b) Fie A=(: 2] ,AeM, (Z). Rezulta, conform punctului a, ci A’ —(a+d)-A+(ad—-bc)-1,=0,.

Dar detA=9—=ad-bc=9= A’—(a+d)-A+9-1,=0,= A’ +91,=(a+d)-A

Avem det(A’ +5A+91,)=det((a+d)-A+5A)=det((a+d+5)-A)=(a+d+5) det A=9(a~+d +5)’
=(3a+3d +15)2.

Deoarece a,d eZ=3a+3d +15e Z= det ( A’ +5A+9I 2) este un patrat perfect.

Barem
a) Demonstreaza relatia 3p
b) detA=9—=ad-bc=9= A’-(a+d)-A+9-1,=0,= A>+9I, =(a+d)-A 1p

det(A”+5A+91,)=det((a+d)-A+5A)=det((a+d+5)-A)=(a+d+5) det A=9(a+d +5)°
=(3a+3d +15)’. 2P




a,deZ=3a+3d+15¢Z= det(A2 +5A+9I2) este un patrat perfect. 1p

3. (7p) Se considera functia f:D —> R, f(x) = ax +vbx? +cx + 2024 , unde D este domeniul maxim de
definitie al functiei, a,b,c € R,a>0,b>0. Stiind ca asimptota spre +ooeste o dreapta paraleld cu dreapta
de ecuatie y=4x—2023, iar spre —ograficul functiei admite asimptota orizontald de ecuatie y=-2,

aratati ca numerele a,b,c sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.

Mihaela Ghelbere, Suceava

Solutie:

Asimptota spre +ooeste o dreaptd paraleld cu dreapta de ecuatic Yy =4x—2023, deci graficul functiei

c 2024
f Jbx? +cx + 2024 X|12F b+;+ x?
Dar m = lim %) _ jim &+ — lim

X—00 X X—00 X X—>00 X

admite asimptota oblicd y =mx+n, unde m=4.

:a+\/5:>a+\/6:4(1)

y =—2 este asimptota orizontald spre —o = lim f (x)=-2

X—>—00

22 2 _
lim (@ Vbx? + 01+ 2024 ) = 2= lim 25 bx_—cx 2024
X—>—0 X_)iwax—\/bX2+CX+2024
Xz(az_b_c_2024j

c 2024
2 fa--5- 224
X X _ 5

. . X X
lim =-2= lim =—
ax—\/xz[b+c+20§4j x(a+\/(b+c+zof4n

X X X X

X(az S 2024)
2
lim X =-2 .Dacd a’ —b=0,atunci lim

a
X X
o c 2024 x>0 c 2024
[a+\/(b++ 5 n [a+\/(b++ 5 j]
X X X X

2=

(contradictie).

Rezultici a®—b=0 (2)

Avem |im —ox— 2024 -2 __ (3). Rezulta, conform relatiei (1), ca
=2 ax —JbX? + X + 2024 a++b

R JENPY
4
Din (1) si (2) avem a+b=4 —a=2b=4
a’-b=0
a=2b=4,c=8=Db*=ac=a,b,c sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.

Barem



Asimptota spre +ooeste o dreapta paralela cu dreapta de ecuatie y =4x—2023, deci
graficul functiei admite asimptota oblica y =mx+n, unde m=4. 1p
c 2024
f oz AP
par m=lim ) _ jim &+ = lim —a+vb =
X—00 X X—00 X X—>0 X
a++b=4(1) 1p
y =2 este asimptota orizontald spre —o = lim f (x)=-2
: > ) 1p
lim (ax+x/bx +cx+2024) =-2=a -b=0 (2
2024
—cx—2024 T
Avem lim X = 2= lim 2=
== ax —\JbX? + CX + 2024 o c 2024
X|a+, || b+—+— 2p
X X
—C .. —C
=-2 (3). Rezulta, conform relatiei (1),cd —=-2=c=8.
ardb 3 1) 2
Din (1) si (2) avem a+yb=4 —a=2b=4
a’-b=0 2p
a=2b=4,c=8=Db*=ac=a,b,csunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.
4. Evolutia unei familii de suricate, pe parcursul a 10 ani, este modelata prin functia
@_;ﬁ , t €[0;4] o
P:[0;10] » R, P(t) = p , unde a, b sunt constante reale pozitive.
—, t€e(410]

a) (3p) Aflatia, b eR stiind ca in cel de-al doilea an numarul suricatelor este egal cu 15 si ca functia este

continua.

b) (4p) Pentru a = 30 si b = 45, determinati intervalul de timp in care numarul suricatelor este mai mare

sau egal decét 15.

Ana-Maria Lechovolea, Suceava

Solutie:

a) Din P(2) = 15, se ob;ine% = 15, de unde a = 30.

Continuitatea functiei implica continuitatea in punctul t = 4, de unde rezulta [;(4) = [;(4).

Astfel, rezulta ca % = g , de unde se obtine b = 45.



b) Rezolvam inecuatia P(t) > 15.

Observam ca, dupd 4 ani, numarul suricatelor estet mai mic decat 15, prin urmare, inecuatia de

30
(t-3)%2+1

rezolvat este :

|t —3|<1,deunderezultacat € [2;4].

Barem

> 15. Inecuatia este echivalenti cu (t — 3)?2 + 1 < 2 , adica

a) P(2) = 15, se obtine - = 15, de unde a = 30.

Continuitatea functiei implica continuitatea in punctul t = 4= [;(4) = [;(4). 3p
=2 p=45.
27 3
b) Rezolvam inecuatia P(t) = 15.
Pentru t > 4= P(t) < 15, prin urmare, inecuatia de rezolvat este: % > 2p
(t—3)?2+1<2 & te[2;4] 2p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




