INSPECTORATUL $COLAR JUDETEAN

MEHEDINTI MINISTERUL EDUCATIEI

2 S
ZEAN MERED

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA-17.02.2024
Clasa a X-a
BAREM DE EVALUARE S| NOTARE

e  Pentru orice solutie corecta, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem .

Subiectul 1

Se considerd numarul real a = i/S\/f +7—- 3\/5\/5 — 7 . Sa se demonstreze ca:
a) numdrul a este rational.

b) numarul a este solutie a ecuatiei x> + x? — 2x — 8 = 0.

Solutie:

2) CalCUIEAZA A3 ......ocvieeeceeeee et sttt r e 1p
Rezultd ecuatia @% 4+ 3@ — 14 = 0 .cooiereiirecees e crerererererererens 2p
Descompunind in factori se obtine (@ — 2)(a? + 2@ +7) = 0 ccocvvvvvveeceieirceeeeees 2p
Singura solutiereald a ecuatieieste @ = 2, deCI @ € Q ..oovvvvveiiiiiiiiiieeee e 1p

D) @ = 2 VEIIfICA ECUATIA ...vveveeeeeeeeeeeteeetet ettt ettt etetseee et et et et et et et et et etetet et atesetatenensnanananans 1p

Subiectul 2
Fie z;,7,,z5 € C*, astfel incat |z,| = |z,| = |z5| =11 z,+ 2z, + 25 = 1.

< 1 1
Sa se calculeze S,, = 557 + =57 + =50 unde n € N,
Z 22 Z3

Solutie.
Din |z,| = |z,] = |z3] = 1, rezultd ca Zig = —, (VK = T3 e 1p
k
Dln Zl+ZZ+Z3: 1,reZulté|Zl+Zz +Z3|2 :1, deCi ..................................................... 1p
1 1 1
(zy + 2, + z3) (Z— + - + Z—) =1 (z;+2,+23)(212, + 2,25 + 232,) = 212,74
1 2 3
{— (Zl +Zz)(Z2+Z3)(Z3+Z1) = O 1 ............ 1 ............................................................ 3p
Dacaz, = —zy,obtinemzz; = 1815, = 75— 57+ 1 =1 i, 1p
Z1 21
Analog pentru z; = —z, 5aU z3 = —2Z1, 0btineM S;; = 1 coovviiiiiiiiice 1p
Subiectul 3

a) Dacd x,y € (1,0), aratati ci {/x - y'09xY >y,
b) Daci a, b, ¢ > 1, aritati ca a'9bc® + plo9cab 4 clodav¢ > \fa + /b + +/c.
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Solutie.

a) Prinridicare la puterea a 4-a, relatiadevine x - y*09xY > y* .., 1p
Logaritmand in baza x, obtinem 1 + 4(l0g,Y)? = 410Gy «wevrrnreerrnnieeisiseneene. 1p
Relatia este echivalentd cu (2109, Y — 1)2 = 0 coecvvviveeeieieeseee e 1p

b) Aplicind inegalitatea de la pct. a) obtinem a'©9bc® > 4;\/% ,(V)a,b > 1 1p
Aplicand iegalitatea mediilor rezulti vvb - v/c < \/E;”/E s % > ﬁ ..................... 1p
Inmultind relatia obtinuti cu a > 1, obtinem % > \/;f =
Scriind analoagele si adunandu-le rezultd a'©9vc@ + plo9cab 4 cloganc >

>t et 2 p t em t o = 2 (Gt e T ) 2 1p
bc  Vea  Xab — Vb+JVc  e+Va  VJa+Vb Vb+ve  vJe+va  Va+vVb
a2 Y S S 1p
2(Va+vb+c)
Subiectul 4.
Se considera functia f : Z — R care verifica relatia:
f(x)+ f(1 —x)=2024f(x?), pentru orice valoare x € Z.
Sa se calculeze f(—2024).
Solutie:

Pentrux = 0= f(0) + f(1) = 2024F(0) eroviririniiiee e, 1p

Pentrux = 1= f(1) + f(0) = 2024F (1) orivininiiiiie e e, 1p

Din cele doua relatii se obtine f(0) = f(1) = 0.

Demonstram prin inductie ¢ f(n?) = 0,(V)N € Z.....coooviviiiiiiiiiiiiiieiee e, 1p

Etapa de verificare fiind parcursd, presup. ¢a f(n?) = 0sidem.ca f(n+1)?) =0

Pentrux = —n= f(—n) + f(1 + n) = 2024f(M?) ..o 1p

Pentrux =n+1=f(n+ 1)+ f(—n) =2024f(m+ 1)) .ceooiiiiiiiiii. 1p

Din relatiile anterioare si din ipoteza de inductie rezulta ca f((n + 1)%) = 0.

Pentru x = 2025 = f(2025) + f(—2024) = 2024f(20252) =0 ....coooevvninnnnnnn, 1p

Dar 2025 = 452 = £(2025) = f(452) = 0, deci f(—2024) =0 ...ocvvveveverreren.. 1p
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