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OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ-17.02.2024 

Clasa a XII-a 

BAREM DE EVALUARE ŞI NOTARE 

 
• Pentru orice soluţie corectă, chiar dacă este diferită de cea din barem, se acordă punctajul corespunzător. 

• Nu se acordă fracţiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvări parţiale, în limitele 

punctajului indicat în barem . 

 

 

SUBIECTUL I 

Pe mulțimea 𝑮 = (𝟎, 𝟐) definim legea de compoziție: 𝒙 ∘ 𝒚 =
𝒙𝒚

𝒙𝒚−𝒙−𝒚+𝟐
. 

Să se calculeze:  

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝒙 ∘ 𝒙 ∘ … ∘ 𝒙)⏟        
𝒅𝒆 „𝒏”𝒐𝒓𝒊

. 

 

𝒙 ∘ 𝒙 =
𝒙𝟐

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐
=

𝟐𝒙𝟐

𝒙𝟐 + (𝟐 − 𝒙)𝟐
 

 

𝑷(𝒌): 𝒙 ∘ 𝒙 ∘ … ∘ 𝒙⏟        
𝒅𝒆 „𝒌” 𝒐𝒓𝒊

=
𝟐𝒙𝒌

𝒙𝒌+(𝟐−𝒙)𝒌
  ,  𝑷(𝒌 + 𝟏): 𝒙 ∘ 𝒙 ∘ … ∘ 𝒙⏟        

𝒅𝒆 „𝒌+𝟏” 𝒐𝒓𝒊

=
𝟐𝒙𝒌+𝟏

𝒙𝒌+𝟏+(𝟐−𝒙)𝒌
 

 

𝒙 ∘ 𝒙 ∘ … ∘ 𝒙⏟        
𝒅𝒆 „𝒌+𝟏” 𝒐𝒓𝒊

=
𝟐𝒙𝒌

𝒙𝒌+(𝟐−𝒙)𝒌
∘ 𝒙 =

𝟐𝒙𝒌+𝟏

𝒙𝒌+(𝟐−𝒙)𝒌

𝟐𝒙𝒌+𝟏

𝒙𝒌+(𝟐−𝒙)𝒌
−

𝒙𝒌

𝒙𝒌+(𝟐−𝒙)𝒌
−𝒙+𝟐

=
𝟐𝒙𝒌+𝟏

𝒙𝒌+𝟏+(𝟐−𝒙)𝒌
 ,  𝑷(𝒌) → 𝑷(𝒌 + 𝟏) 

 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝟐𝒙𝒏

𝒙𝒏 + (𝟐 − 𝒙)𝒏
= {
𝟎; 𝒙 ∈ (𝟎, 𝟏)

𝟐; 𝒙 ∈ (𝟏, 𝟐)
𝟏; 𝒙 = 𝟏

 

 

2p 

 

 

2p 

 

 

 

1p 

 

 

2p 

 

 

 

SUBIECTUL II 

Fie  , , ,a b c d R astfel încât 0a b t+ =   , ab cd=  și 

( ) ( )

1 0
1

0 0 0 ,

0 1

ax cx

M A x A x x
t

dx bx

 + 
−   

= =  −       +  

R  o submulțime a lui ( )3M R  . 
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Demonstrați că ( )M,  este un grup abelian izomorf cu grupul ( )G, , unde
1

G
t

− 
= −  

 
R și 

x y x y txy= + +  . 

 

Avem ( ) ( ) ( )
1

M, ,A x A x A x y txy x y
t

− 
 = + +    − 

 
R . 

Înmulțirea matricelor este asociativă; 

( )0A M  este element neutru la înmulțirea matricelor din M ; 

1

x
A M

tx

− 
 

+ 
este simetrica lui ( )A x  în raport cu înmulțirea matricelor din M. 

Comutativitatea  înmulțirii matricelor din matricelor din M este asigurată de relația

( ) ( ) ( )
1

, ,A x A x A x y txy x y
t

− 
 = + +   − 

 
R . 

Deducem că sunt verificate axiomele grupului abelian. 

Funcția ( ) ( ): ,f G M f x A x→ =  este bijectivă și 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,f x y f x y txy A x y txy A x A y f x f y x y G= + + = + + = =   . 

Rezultă că f este un izomorfism de la grupul ( )G, la grupul ( )M, , 

de unde concluzia. 
 

 

 

 

1p 

1p 

1p 

 

1p 

 

1p 
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SUBIECTUL III 

Să se arate că: 

∫ (𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙 ∙ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠
𝟏

𝒙
)

𝝅

𝟑
𝝅

𝟔

𝒅𝒙 ≤
𝝅𝟑

𝟗𝟔
. 

 

𝒙 ∈ [
𝝅

𝟔
,
𝝅

𝟑
] ⇒ 𝒙 > 0 ⇒ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠

𝟏

𝒙
=
𝝅

𝟐
 

 

𝝅

𝟐
= 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙 + 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠

𝟏

𝒙
≥ 𝟐√𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠

𝟏

𝒙
 ,

𝝅𝟐

𝟒
≥ 𝟒𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠

𝟏

𝒙
 

 

∫(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 𝒙 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠
𝟏

𝒙
)

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 ≤ ∫
𝝅𝟐

𝟏𝟔

𝝅
𝟑

𝝅
𝟔

𝒅𝒙 =
𝝅𝟐

𝟏𝟔
𝒙 |

𝝅

𝟑
𝝅

𝟔

=
𝝅𝟐

𝟏𝟔
(
𝝅

𝟑
−
𝝅

𝟔
) =

𝝅𝟑

𝟗𝟔
 

 

2p 

 

 

3p 

 

 

 

2p 
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SUBIECTUL IV 

Să se calculeze: 

𝑰 = ∫ (
𝟐𝒙𝐭𝐠𝟐𝒙

𝟏+𝟐𝒙
+
𝟑𝒙𝐭𝐠𝟒𝒙

𝟏+𝟑𝒙
)

𝟏

−𝟏
𝒅𝒙. 

 

 

Fie       𝒚 = −𝒙 ⇒ 𝒅𝒙 = −𝒅𝒚 , 𝑰 = −∫ (
𝟐−𝒙𝐭𝐠𝟐𝒙

𝟏+𝟐−𝒙
+
𝟑−𝒙𝐭𝐠𝟒𝒙

𝟏+𝟑−𝒙
)

−𝟏

𝟏
𝒅𝒙 

 

𝟐𝑰 = ∫(𝐭𝐠𝟐𝒙 + 𝐭𝐠𝟒𝒙)

𝟏

−𝟏

𝒅𝒙 , 𝟐𝑰 = 𝟐∫ 𝐭𝐠𝟐𝒙(𝟏 + 𝐭𝐠𝟐𝒙)

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 

 

𝑰 =
𝐭𝐠𝟑𝒙

𝟑
|𝟎
𝟏, 𝑰 =

𝐭𝐠𝟐𝟏

𝟑
 

 

 

3p 

 

 

3p 

 

 

1p 

 

 


