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OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 
ETAPA LOCALĂ-17.02.2024 

Clasa a XI-a 
BAREM DE EVALUARE ŞI NOTARE 

 
• Pentru orice soluţie corectă, se acordă punctajul corespunzător. 

• Nu se acordă fracţiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvări parţiale, în limitele 
punctajului indicat în barem . 

 

 

Subiectul 1 

       Se consideră matricea 𝑨 ∈ 𝓜𝟐(ℤ) astfel încât 𝒅𝒆𝒕(𝑨) = 𝒌𝟐, unde 𝒌 ∈ ℕ. 

a) Calculați: 𝒅𝒆𝒕(𝑨𝟐), 𝒅𝒆𝒕(𝟐𝟎𝟐𝟒𝑨), 𝒅𝒆𝒕(𝒌𝟐𝑰𝟐). 
b) Arătați că  𝒅𝒆𝒕(𝑨𝟐 + 𝟐𝟎𝟐𝟒𝑨 + 𝒌𝟐𝑰𝟐) este un pătrat perfect. 

 

 

a) det(𝐴2) = 𝑘4; det(2024𝐴) = 20242𝑘2;  det(𝑘2𝐼2) = 𝑘4 

b) Se aplică relația lui Hamilton-Cayley: 𝐴2 − 𝑇𝑟(𝐴)𝐴 + det(𝐴) 𝐼2 = 𝑂2 

Urma matricei A este numărul întreg 𝑡  și obținem:  𝐴2 + 𝑘2𝐼2 = 𝑡𝐴. 

𝐴2 + 2024𝐴 + 𝑘2𝐼2 = (𝑡 + 2024)𝐴  ; 

det(𝐴2 + 2024𝐴 + 𝑘2𝐼2) = (𝑡 + 2024)2𝑘2  , adică un pătrat perfect.         

 

 

3p 

1p 

1p 

1p 

1p 

 

 

Subiectul 2 

      Să se determine matricea  𝑿 ∈ 𝓜𝟐(ℂ)  pentru care 𝑿𝒏 = (
𝟏 𝟐𝟎𝟐𝟒
𝟎 𝟏

). 

 

 

Soluție: 

 

Se motivează relația 𝑋𝐴 = 𝐴𝑋,  unde  𝐴 = (
1 2024
0 1

). 

Se demonstrează forma matricei X, mai exact  𝑋 = (
𝑎 𝑏
0 𝑎

) , 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ.  

Se deduce că  𝑋𝑛 = (𝑎𝑛 𝑛𝑎𝑛−1𝑏
0 𝑎𝑛 ) = (

1 2024
0 1

). 

Avem  𝑎𝑛 = 1 cu soluția 𝑎 = 𝜀𝑘 = 𝑐𝑜𝑠
2𝑘𝜋

𝑛
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

2𝑘𝜋

𝑛
, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1. 

și  𝑛𝑎𝑛−1𝑏 = 2024 ⇔ 𝑛𝑏 = 2024𝑎 ⇔ 𝑏 =
2024

𝑛
𝜀𝑘 . 

Soluțiile sunt:   𝑋𝑘 = (
𝜀𝑘

2024

𝑛
𝜀𝑘

0 𝜀𝑘

) , 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1. 

1p 

 

1p 
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Subiectul 3 

       Se consideră șirul  (𝒙𝒏)𝒏≥𝟎  definit recurent prin  𝒙𝟎 ∈ ℝ  și  𝒙𝒏+𝟏 = 𝒙𝒏 + 𝒆−𝒙𝒏, pentru orice 

𝒏 ∈ ℕ. Arătați că 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒙𝒏

𝒍𝒏 𝒏
= 𝟏. 

 

Soluție: 

Studiul monotoniei sirului 

Demonstratia nemarginirii sirului 

Aplicarea criteriului Cesaro-Stolz  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

ln 𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛

ln(𝑛+1)−ln 𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑒−𝑥𝑛  ∙ 𝑛

ln(1+
1

𝑛
)

𝑛 =

lim
𝑛→∞

𝑛

𝑒𝑥𝑛
=  lim

𝑛→∞

(𝑛+1)−𝑛

𝑒 𝑥𝑛+1−𝑒𝑥𝑛
= lim

𝑛→∞

1

𝑒𝑥𝑛(𝑒𝑥𝑛+1−𝑥𝑛  − 1)
= lim

𝑛→∞

𝑒−𝑥𝑛

𝑒 𝑥𝑛+1−𝑥𝑛  − 1

𝑥𝑛+1−𝑥𝑛
(𝑥𝑛+1−𝑥𝑛)

= 1 

(pentru ca lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑒−𝑥𝑛 = 0). 

1p 

1p 

2p 

 

2p 

 

1p 
 

Subiectul 4 

       Determinați numerele reale  𝒂, 𝒃 ∈ ℝ   știind că 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒄𝒐𝒔(𝒏𝝅√𝒏𝟑 + 𝒂𝒏𝟐 + 𝒃𝒏 + 𝟓
𝟑

) = −𝟏 

 

 

Soluție: 

 

Deoarece 𝑐𝑜𝑠𝑡 = 𝑐𝑜𝑠(𝑡 + 2𝑘𝜋), pentru orice  𝑡 ∈ ℝ,  𝑘 ∈ ℤ și 𝑛(𝑛 + 1) este număr par 

pentru orice număr natural 𝑛, avem:  −1 = lim
𝑛→∞

𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝜋 (√𝑛3 + 𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛 + 5
3

−

(𝑛 + 1))) = lim
𝑛→∞

𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝜋 (
(𝑎−3)𝑛2+(𝑏−3)𝑛+4

√(𝑛3+𝑎𝑛2+𝑏𝑛+5)23
+( √𝑛3+𝑎𝑛2+𝑏𝑛+5

3
)(𝑛+1)+(𝑛+1)2

)). 

Se impun condițiile  𝑎 − 3 = 0   și 𝑐𝑜𝑠
𝜋(𝑏−3)

3
= −1, de unde obținem a=3 si b=6k, 𝑘 ∈ ℤ 
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