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Etapa locala - Iasi, 2 februarie 2024
Clasaa IX -a

Barem de notare si evaluare

Nota:
e  Fiecare problema este notatd cu 7 puncte. Punctajul total reprezinta suma punctajelor celor 4 probleme.
e  Orice alta solutie corecta si completd va fi notatd cu punctajul maxim.

Problema 1.
Ardtati ca 16™ + 4™ — 2 se divide cu 18, pentru orice numar natural n.

Solutie:

Cum 18 =2-9si(2,9) = 1, vom arata ca 16™ + 4™ — 2 se divide cu 2, respectiv cu 9,

pentru orice n € N.

O I L e e | 1p
(V)n € N* = 16™,4" si 2 sunt numere pare, prin urmare (16" + 4" —2): 2
Aratam ca (16™ + 4™ — 2 ) : 9 pentru (V)n € N prin inductie matematica.
Dacan = 0,atunci 16™ 4+ 4™ — 2 = 0 9.ttt 1p
Presupunem ci (16% + 4% — 2) : 9 pentru k € N si aritim ci (16%+1 4+ 4k*1 —2): 9
Intr-adevar: 164+ + 4k*1 — 2 = 16¥ - 16 + 4k - 4 — 2

=16- (16 +4k —2)—16-4k +32+4-4¥-2=16 Mg —12-4¥+30.................. 2p
—12-4%¥+30=-9-4k4+27-3-4* -1) =My —-3-[3+ 1)k —-1] =

=My—3-(M;+ 1% —1) = My — 3 - M; : 9, de unde finalizarea................................. 2p

Problema 2.

- +y+2)?
a) Demonstrati ca xy + yz + zx < Cety+2)”

, pentru orice numere reale x, y, z.
a?-b? b?:c? c?-q? (a+b+c)?
a2+b%2 = b%2+c?  c2+a2 — 6

b) Pentru orice numere pozitive a, b, ¢, demonstrati ca:

c) Fiea,b,c,d € (0, +). Demonstrati ca:
a b c d 43
Vbctcd+db  ac+cd+da ab+bd+da ab+bc+ca — 3

Solutie:
a) Inegalitatea este echivalenti cu 0 < (x — y)? + (y — 2)? + (z — x)?,
adevarata pentru orice nUMETe 1€al€ X, Y, Z.....vini i 1p
. s .. 2a?-p? .
b) Conform inegalitatii mediilor, m, < my = # < +Va?-b? = a- b sianaloagele.............2p
A . 2.p2 p2.c2 2.2 b 2
Prin adunare va rezulta ca 2 - (az < S ) <ab+bc+ca< M, de unde,
a?2+b2 ' b2%2+c2  c%+a?
prin impartirea cu 2, se obtine CONCIUZIA. ..........oviiiii i Ip

b+c+d

V3

a a3

¢) Din inegalitatea de la punctul @), vbc + cd + db < NI T =

, deci
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Scriind si adunand inegalitdtile analoage, cerinta se reduce la a demonstra ca

a b c d 4 1
g T arora T aipma T aapma D 3errrrr e p
Notimb+c+d=x,a+c+d=y,a+b+d=z,a+b+c=t

. +z+t—-2x X+z+t—-2 X+y+t—2z X+y+z—-2t
Seob‘g1nea=3'—,b=Ty,c=yT,d=yT ................................. Ip

Inegalitatea de demonstrat se rescrie astfel:
(f + %) + (f + 5) + (f + 5) + (Z + 5) + (Z + 5) + (% + 2) > 12, ceea ce este evident,

y z X t  x z Yy t y
pentru cé% + % >2,(V)x,y € (0,+00), sianaloagele............coviiiiiiiiiiiiniiiiiiiiieea, Ip
Problema 3.

Sa se rezolve in R ecuatia 2024% = x + {2024 + {x}}, unde [a] si {a} reprezinta partea intreaga,
respectiv partea fractionara a numarului real a.

Solutie:

2024 € Z = {2024 + {x}} = {{x}} = {x}, de unde ecuatia initiala devine:

20 240 e (et 1p
(}<1=x=2024" — (X} >0—-1= =1 =% € (=1,0) s 1p
{x} = x — [x] = ecuatia se rescrie echivalent in forma 2024™) + [x] = 2x (*).ceecevvvvcvrieirene, 1p
Dacid x € (—1;0), atunci [x] = —1si {x} = x + 1, de unde 20241 = 2x + 1, deci
xz—%e(—m) ......................................................................................... Ip
Dacid x > 0, atunci 2024*] € N*si [x] € N, deci din (*) trebuie ca 2x € N*, de unde rezulti

D XU I I | SRS 1p

Pentrun = 2p,p € N*, obtinem din (*) ca 2024P = p, care nu are solutii in N*, intrucat

2024°P >2p+1>p,Vp eN.

Pentrun = 2p + 1,p € N, obtinem din (*) ca 2024 = p + 1 cu solutia unica p = 0,

de unde x = % .................................................................................................................................. 2p

Problema 4.

Se considera un triunghi ABC si punctele D, Q,E cu D € (AB),Q € (CD),C € (BE), astfel
.,AB _ CQ _ BE

incatﬁ == 5c Fie punctele F si M astfel incdt ECDF este paralelogram, iar M € DE.
. .. .. ) . AB  DE
Demonstrati ca punctele Q, M, F sunt coliniare daca si numai daca 2 + 5= o

(Supliment GM nr. 11/2023)
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Solutie:
Notim 22 = £& = B2 _ s'£=,8.
AD QD BC >" DM
Avem ﬁzﬁ)’+ﬁ=?ﬁ+$-ﬁf(1) ....................................................... 2p

Utilizand tot regula triunghiului, avem si FM = FD + DM

DM 1 ~7 1 =9 1 -3 1 .
25 =5 DM=3%DE=2 (DC + DF) deci
_ P—— 1 —_ 1 E—— 1 E—— 1 =
FM =FD+5-DC —5 FD—(l—E)FD+E DC (2) oo, 2p
Punctele Q, M, F sunt coliniare daca si numai daca vectorii FQ si FM sunt coliniari, ceea ce
1
echivaleaza cu relatia: Ll S Ip
BB
Egalitatea se poate rescrie astfel: [3; = % . ﬁ of-1=a+le2+a=p
Deci punctele Q, M, F sunt coliniare daca si numai daca 2 + j—g = % ............................ 2p
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