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Clasa a XlIl-a
Barem de notare si evaluare
Nota:

o  Fiecare problema este notati cu 7 puncte. Punctajul total reprezinti suma punctajelor celor 4 probleme.
e Orice altd solutie corecti si completd va fi notatd cu punctajul maxim.

Problema 1.

e +cos X
e* 4+ oS X +Ssin X

Calculati j dx, unde xe (O,+oo).

Solutie:
x e* +c0os X +Sin x)+(e* —sin X+ cos x
[ oosx dx:lj( X )+ _ ) 0 e (4p)
e” +C0oSX+Sin X 2 e” +C0oSX+Sin X
—lx+lln(ex+cosx+sinx)+c (3p)
5 XS IN(E HCOSXASINKPFC st .
Problema 2.
1-x 0 X .
Fie multimea G = A(X): 0O 0 O XeR,X;«tE , pe care se considera operatia de
x 0 1-x

inmultire a matricelor.
a) Aratafi ca (G,-) este grup abelian.
b) Demonstrafi cd functia f:G—R”, f(A(x))=1-2x este un izomorfism de la grupul (G, -)
la grupul multiplicativ al numerelor reale nenule, (R",-).
c) Calculati A" (X), unde neN, n>2.
Solutie:

a) Cum A(x)A(y)=A(x+y—2xy), oricare ar fi A(x), A(y)eG si x+ y—2xy¢%, pentru orice

< 1 . . . . . .
doud numere reale X,y # > rezultd cd operatia de inmultire a matricelor este lege de compozitie

interna pe G. Deoarece inmultirea matricelor este asociativa si comutativa pe G, are elementul neutru

A(0)eG, iar fiecare element A(x)eG are simetricul A[ X 1)eG, rezultd ca (G, ) este grup

ADBIIAN. bbbt b bbb reenes (4p)
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b) Pentru orice A(x), A(y)eG,avem: f (A(x)A(y))=f (A(x+y—2xy))=1-2x—2y+4xy =
(1-2x)(1-2y)=f (A(X)) f (A(y)) , deci f este morfism de grupuri. Intrucat f este si functie

bijectiva, rezulta ca f este un izomorfism de grupPUIi. .....ccceeceeieiic i (2p)
©) Din f (A"(x))=(f(A(x))) =(1-2x)", obtinem A" (x)=f*((1-2x)")= A[ﬁ] -
1+(1-2x)" 0 1-(1-2x)"
2 2
0 0 0 ettt ettt ettt et n ettt n et en et (1p)
1-(1-2x)" 0 1+(1-2x)"
2 2
Problema 3.

Se considerd un grup abelian finit, (G,-), cu elementul neutru e. Fie multimea H = {X eG |X2 = e} .

Demonstrati ca:
a) (H,-) estesubgrup al grupului (G, -);
b) produsul tuturor elementelor subgrupului H este egal cu produsul tuturor elementelor
grupului G;
C) daca, in plus, avem card H >(card G): 2, atunci H =G.

Solutie:
a) Pentru orice X, yeH, avem (xy‘l)2 =xy 'xy " =x° (y‘l)2 =X (yz)_1 —ee=e, deci Xy eH.
Prinurmare, (H, -) este subgrup al grupului (G, -). ...cccooviriniicinincs (4p)

b) Daca xeG\H , atunci x*#e, deci x=x* si XteG\H, ceea ce inseamni ci produsul

elementelor din G\H poate fi scris ca un produs de produse de forma xx™. Asadar, produsul
elementelor din G\ H este egal cu e, ceea ce inseamna ca produsul tuturor elementelor subgrupului
H este egal cu produsul tuturor elementelor grupului G. ..o (2p)

c) Conform teoremei lui Lagrange, card H divide card G. Deoarece card H >(card G):2, avem

card H =card G, de unde, avand in vedere ca multimile H, G sunt finite si H c G, rezultaca H =G

C et eteeeteeeteeeeeteesteeeesteesteesseessesseessesssesseestesseesteenseitesteeateeteateeateente ot e teeeeateeteateaaeeareeneeateeareenrenreenren (1p)

Problema 4.

1
Se considera sirul (a,) ,, &, =J f"(x)g(x)dx, unde f,g:[0,1]—>(0,+%) sunt doud functii
continue. Demonstrati ca:

a) daca f(x)=x gi g(x)=e",atunci a, =e—na,_, pentru orice numar natural n>2

b) daca f(x)=x,atunci lima, =0;

n—+o0

c) sirul (a,) , este convergent dacd si numai daca f(x)<1, oricare ar fi x€[0,1].
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Solutie:

a) Pentru f(x)=xsi g(x)=e", a, :J'le”exdx=x“ex

! n-1 xd _ . -
- n.[o X' e’dax=e—na _,, pentru orice numar
A L0 I o ST RPR (3p)
1
b) Daca f(x)=x, atunci a, = IO x"g(x)dx. Deoarece functia g este continua pe intervalul [0, 1]

inseamna ca este si marginitd, deci existd doud numere reale, m si M, astfel incat
m<g(x)<M,vxe[0,1], de unde obtinem mx"<x"g(x)<Mx",vxe[0,1],Vn>1, deci

mjlx”dXSanijlx“dx,Vnzl sau i<a<£Vn>1 Cum lim _m =lim M =0,
0 0 n+1 n+1 ot N4+1) nowe N+l

1eZUltA CA 1M @, = 0. oo (2p)
c) | Demonstram cd, daca f (x)<1, oricare ar fi x €[0,1], aunci sirul (a,) _ este convergent.
Avem a ,-a,= .[:( fr(x)—f" (x))g (x)dx = J'Ol f7(x)(f(x)-1)g(x)dx<0,vn=1, deci sirul

(an )n>l este descrescator. Cum sirul (a”)n>l este si marginit inferior de 0, rezultd ca este convergent.

Il Demonstram cd, daca sirul (a,)  este convergent, atunci f (x)<1, oricare ar fi x €[0,1]
Presupunem ca exista a [0, 1] astfel incat f (a) >1. Atunci, f fiind functie continua, exista numerele

reale ¢ si d, c<d, astfel incat ae[c,d]=[01] si f(X)>1,VXE[C,d]. Astfel, avem
a, = [ 1" (g (x)dx= [ 1" (x)g(x)dx> [ £ (@)g (x)dx="(a) [  g(x)dx, unde f(a) este
minimul functiei continue f pe intervalul compact [c,d]. Cum f(a)>1 si Ld g(x)dx >0, rezultd ca

lim a, = lim f”(a)Ld g(x)dx=+00, deci sirul (a,)

N—>+o0 N—>+w

o1 nu este convergent. Prin urmare,

presupunerea ca exista a € [0,1] astfel incat f (a)>1 este falsd, ceea ce inseamnd ca f (x) <1, oricare

AN i X E[0,1]. oo (1p)
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