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Clasa a Xl-a

Barem de notare si evaluare

4 1

Problema 1. Se considerd matricea A:( J si multimea G = {M (a)=1,+aAlae R}.
a) Aratati cd M (a)-M (b) G, oricare ar fi numerele reale a si b.

b) Determinati numarul real X pentru care (M (X))1001 = (—gj .

Gazeta Matematica 10/2023 - Supliment

Barem:

a) Cum A*=3A, rezulti cd M (a)-M (b)=M (a+b+3ab)e G, oricare ar fi numerele reale a si
0T TP PTTRU PP PR PRORUPPPRPRTS 3p
b) Se arata prin inducﬁe ca (l\/l (X))n =M [3“‘1(x+ 1) ——j, VN1 i, 2p

1001 1001 1001
Avem: M 31°°°(x+1j Liiwm (_Ej & [x+lj :(—lj N X=2 e 2p
3 3 3 3 3 3
Problema 2. Pentru fiecare numar natural n se considera functia
f :R" >R, fn(x)zﬂ.
X

a) Aratati ca functia f, are limitd la +oo daca si numai daca n>1.
b) Aratati ca functia f, are limita in 0 daca si numai daca n este impar sau n=0.

Barem:
a) Functia f;:R"—> R, f;(x)=sinx nu are limitd la +oo: considerdnd sirurile X, =2nz si

Y, :%+2n7r, divergente citre +oo, sirurile (constante) (f,(x,)) i (f,(y,)) . au limite

neN

diferite (0, FESPECLIV 1), .uiiiiii ittt e e et e et e e sre e e be e s teeenneenreeanes 2p

Dacd n>1, atunci f,(x) este produsul dintre functia marginita g(x)=sinx si functia h(x)= X—ln

cu limh(x) =0, prin urmare im £, (X) =0, oo 2p

b) Observam ci lim f)(x)=limsinx=0 si lim f,(x)=1lim S X e 1p
x50 x50 x50 x50 X
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5 - . sinx 1
Dacd nx2, atunci lim f (x)=lim=—=-
xN\O0 N0 X X

sinx 1
Ty 1

X X

n-1

=1-(+o0) =+o0, iar lim fn(x):lxigg

=1-(—oo)IH = (—1)”7l -0, Limitele laterale in 0 ale functiei f, sunt egale daca si numai dacd n

€STE UN MUIMAT TIMIPAT. 1euvvvieiutetessietesstesesstesesstessssteesssseesssseessssessssbeesssseessssesanssesssseeasbsessnsseesssseesnsneens 2p

si (b, ) _, definite prin

n>0

Problema 3. Se considera sirurile (a,)
n

n

a,=» 2°.Cx, b =>3*, VneN.

n n

k=0 k=0
A
Calculati lim — .
n—o
Barem:
Observim ¢ @, =37 +1, VN €N . ..ottt 1p
R n 1 . n-1 R
Intr-adevédr, notam X, :222'( .CX =§an sy, :ZZZK*l-CZZ:”. In dezvoltarea binomiald
k=0 k=0

n n n-1

(1+x)7 => x*.Ci+ szk” .CZ*" inlocuim x=2, apoi X=-2; obtinem 3" =X, +VY,,
k=0 k=0

respectiv 1=x, —y,. Adunand aceste egalitati, gdsim formula anuntatd pentru termenul general al

SITUIU ()« coverererssemisns s 3p
Folosind formula de sumare a termenilor unei progresii geometrice, deducem ca
1
D, = (372 = 1), VN EN . i, 1
=35l ) p
8(3" +1
Astfel, Iimizlimu:g ............................................................................................... 2p

e onoe 9.3 -1 9

Problema 4. Se considerd trei numere reale a, b si ¢ cu b? <4ac si o matrice X e7,(R) astfel

incat det(aX2 +bX +CI2)=O . Demonstrati ci ax’+bX +cl, =0,.

Barem:

Din b?<4ac rezulti cd a=0; atunci det(X2+9X+EI2):
a a

1
—-

. det(aX?+bX +cl,)=0.

. b ¢ . : .= .
Ecuatia X*+—X+—=0 are solutii complexe nereale conjugate, fie acestea « si « . Egalitatea
a a

precedentd devine det(X —alz)(X —5I2):O, de unde det(X —al,)=0 sau det(X —alz):O.

Cum matricea X are elemente reale, dacd det(X —al,)=0, atunci O=det(X -al,)=
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=det(X—aI2)=det(X—EI2), iar daca det(X—§I2)=0, obtinem analog ca det(X—zlz):
=det(X —al,)=0. In consecinta, det(X —al,)=det(X =&, ) =0. covorrricrcsoriossorse 3p

Fie P, (4)=det(X —Al,) polinomul caracteristic al matricei X. Din cele de mai sus, radacinile

acestui polinom sunt « si a , asadar P, (1)=A? —(a+5)/1+a-5. .......................................... 2p

A .. s . b ¢ g - b .
Tinand cont de relatiile lui Viéte pentru ecuatia X°+—X+—=0 avem ci a+a=——, iar

a a

a-a=2. Astfel, P (4)=27 +E/1 L si, cum P, (X )=0, (teorema Cayley-Hamilton), rezulta
a a a

(o0 T [0 o] £ o] 1=1 1 T IR SO PSI 2p
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