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Olimpiada Nationala de Matematica 2024
Etapa locala - Iasi, 2 februarie 2024
Clasa a X -a
Barem de notare si evaluare
Nota:

o Fiecare problemad este notatd cu 7 puncte. Punctajul total reprezintd suma punctajelor celor 4 probleme.
e Orice alta solutie corecti si completd va fi notatd cu punctajul maxim.

Problema 1.
- . a b c ST
Numerele complexe nenule a,b,c au acelasi modul si verifica relatia —+—+— e R. Aratati ca
c a
(a—b)(b-c)(c—a)=0.

Supliment Gazeta Matematica
Solutie:

Notim |a| =|b|=|c|=r >0, unde a,b,ce C".
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Problema 2.

. X=9 | X X :
Se considera egalitatea { 10 _[Eﬂ = |0g11§, x € R, unde prin [t] S-a notat partea intreagd a

numarului real t.

_9—[%}6(—1,1).

b) Determinati numerele reale X pentru care egalitatea este adevaratd.

e o X
a) Aratati ca

Solutie:
a) Folosind relatia [x] = x—{x}, primul membru al egalitatii din enunt devine
e e A e T —— 2p
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Cum {— 0l)=<—r——¢€¢|—,— -11), deci ——| — -11)............
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b) Dina) [Xl—‘og—[ ................................................... p

10 (10

1) Iogllg =0 g =1 x=9, care verificd egalitatea

2) log,, XoaeXs 1 S X= g, care verificd egalitatea...................cooooiii 3p

Un caz va fi notat cu 2p si al doilea caz cu 1p

Problema 3.

Se considera functia T :N —> N, cu proprietatea ca:
f(f(n+1))=f(f(n)+1)=an+4049,vneN,aeN".

a) Demonstrati cd functia T este injectiva.
b) Determinati valoarea numarului a si functia t care indeplinesc conditiile din enunt.

Solutie:

a) Se considera m,neN cu f (m) =f (n), rezulta
f(m)+1=f(n)+1deundeavemf (f(m)+1)=f (f(N)+1)rrrrrrmmmrrrrrsiriiiiiien 1p
am+ 4049 = an +4049 rezulta ca m=n. In concluzie f este functie injectivi............. 1p

b) Deoarece f este functie injectiva se obtine f (n+1)=f(n)+LVneN. ... 1p

(f (n))neN este progresie aritmetica de ratie 1 rezulta f(n)=n+f(0),VneN........... 2p
Din f(f(0)+1)=4049, rezultd f(0)+1+ f(0)=4049, de unde se obtine
f(0)=2024. Rezultd f(N)=N+2024 ......cocoviiiririiiiiiieieciessesesseesaas 1p
Din f (n + 2025) =an+4049,vne N, se obtine n+4049 =an+4049,Vvne N, de
UNde TeZUIA @ =L oot e e e are s 1p

Problema 4.
n[ n’ n-1 R o
a) Daca a,be (1,00) , demonstrati ca a R I pentru orice numdar natural n,n > 2.

b) Daca a,b,ce(1,»), demonstrati ca (ab)Jm +(bc)m + (ca)m >a’+b”+c’.

Solutie:

logaritmam

1 inbazaa
a) a¥™® =p¥®* * — oflog,b=14/logi"a-log, b < g/log, b ={/logl " a- 1 o

log, a
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log) ™ a 1
0flog. b =n[—2— < 1flog. b =n < 0flog. b =1flog. b, adevirat ...,
flog, b = 0 a gflog, 00, a gflog, b = gflog,
b) Pentru n=2, identitatea de la a) devine @Y% =b¥ %% e 1p

(ab)V™" = gflossd . poaeP _ poma pfloacd _ ol oas L
p

Din inegalitatea m, >m_ = y10gya + \Jlogab > 2[{/logy a-log, b = 2

se obtine (ab)“Iogab > D7 e e e s s s s s s s s 1
p

Prin adunarea (ab)“logab >h?, (bc)“Iogbc >c?, (Ca)“Iogca >a’ se obtine inegalitatea

(1T (e (o) v 1 7 D N 1
p
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