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Clasa a XII -a profil real, specializarea stiinte ale naturii — sectiunea H2

Barem de notare si evaluare
Nota:
e Fiecare subiect este notat cu 7 puncte. Punctajul total reprezinti suma punctajelor celor 4 subiecte.
e Orice altd solutie corectd si completd va fi notata cu punctajul maxim.

Subiectul 1:

3 3

Fie A = (_2 Z

). Pentru fiecare numar real a, consideram matricea X(a) = I, + aA si

multimea G = {(X(a)la € R, a +# —1)}.

a) Aratati ca inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G.
b) Demonstrati ca (G, -) este grup abelian.
c) Fien € N, calculati X(—n)X(—n + 1) .. X(-1)X(0)X(1) ... X(n).

SOLUTIE:

a)

Fie X(a),X(b) € G,decia,b €R, a + —1, b +# —1.
CumA?=A =>X(@)X(bh)=U,+aAd)I,+bA)=1,+A(a+ b+ ab) = X(a+ b + ab).
Deoarece a + b + ab # —1(altfel: (a + 1)(b+ 1) = 0,fals)= X(a) X(b) €EG...cc.cevvrvinnnnn.... 2p

b) Folosind X(a) X(b) =X(a+b+ab)Vab€eR, a#—1, b # —1,deducemca” - este
comutativd, ” - “ este asociativa (din asociativitatea inmultirii matricelor).
Elementul neutru este I, = X(0) € G. Orice X(a) € G este inversabili si (X(a))_1 =X (—ﬁ) €G.
Rezulta ca (G, +) este grup abelian ..............oooiiiiiiiiiiiii e 3p
c) Observamcd X(a)- X(—1) = X(—1),Va €R.
Cum (G, -) este grup abelian = X(—n)X(—n+ 1) ..X(-2)X(0)X(1) ..X(n) = X(t),t € R......Ip
(am separat X(—1) ¢ G).Produsul ceruteste X(£)X(—1) = X(—=1). ceoiiiiriiiiiiiiiii e, Ip
Subiectul 2:

Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie x x y = 3xy — x + 5y, pentru orice x,y € R.

a) Demonstrati cd legea * nu este comutativd si nici asociativd.
b) Stabiliti daca legea » admite element neutru.
C) Andrei afirma ca “exista a si b, a # b, numere rationale neintregi astfel incdt a * b si b * a sa fie

numere intregi . Stabiliti daca afirmatia lui Andrei este adevarata sau nu.

SOLUTIE:

a) 1*x0=-1,0x1=5 =1x0+# 0x*1,deci legea * nu este comutativa

(0%1)*2=350*(1%2)=75 = (0*1)*2+# 0=*(1=x2),decilegea * nu este asociativa ...3p
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b) Fie e elementul neutru => x*e =e*x =x, Vx € R.
3xe —x+5e=3ex—e+5x=x, VXER=>3e—1=3e+5=1si5e =—e =0, fals. Legea *
NU ArE BlBMENT MBULIUL ..ttt et e, 2p
c) Fiea beQ\Zsiaxb€eZ, bxa€lZ deci3ab—a+5b€Z,3ba—b+ 5a € Z= diferenta lor
este dinZ=>6(b—a) € Z. Cautam a si b de forma a =E ,b =2 , cum,n € Z (nedivizibile cu 6).

Din prima conditie =_= + Me7 > E — % — 2t nez deaici mn_2(mAn) o o
Din a doua conditie :>—2——+—e Z:E_g__+m € Z, de aici mn-2(m+n) o o
Cautamm,n € Zsimn —2(m+n) : 12. Putemluam = 1,n = —2, decia = %,b = —é.
1 1 (1) 1 ) o
P (— g) =—2sl (— E) *o = 1. Afirmatia este adevarata. ... 2p
Subiectul 3:
o ) B x
Consideram functia f: [0, +oo) - R, f(x) = PR

x+4

5(x2+4) 5(x+1)

b) Determinati [ f(x)dx.

c) Fie F:[0,4+0) —» R o primitiva a functiei f. Aratati cad exista cel mult un numar x, € [0, +0) astfel
incat F(xy) sd fie numar intreg.

a) Aratatica f(x) =

, pentru orice x € [0, +0).

SOLUTIE:
x4 1 (D) -(xP+4) x _
) St D D meGiD f(x), VX E€[0,40) oo, Ip

1 4 1

b) [ f(x)dx —f(g x2x+4+§'m_5'x+1) dx = —ln(x +4)+= arctg———ln(x +1)+C..4p

c) Fie F:[0,+o) — R, atunci F(x) = Eln(x +4) + Earctg; - Eln(x + 1) + k, k constanta realad
fixatd. F'(x) = f(x) = 0, deci F este strict crescétoare pe [0, +0).

F(0) ——ln2 + k si hm F(x) = 11m (—ln

(x+1)2+ arctg +k) S F ko Ip
Rezultacagln2+ks F(x) <E+k,VxE [0, +0)

Daci exista a,b € [0,+),a < b cuF(a),F(b) €EZ=> F(a) < F(b)= F(b) —F(b) = 1.

Dar F(b) = F(a) < S+ k— (32 +k) =s(m—m2) <Z<1.

Contradictia obtinutd rezolva problema. .......... ...t Ip

Subiectul 4:
Consideram functia f:R — R, f(x) = e~*’. Fie F:R > R primitiva functiei f care verifica
F(1) = 0.

a) Calculati x(f(x))adx, unde a este un numar real.
F(x )

b) Calculati llm
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c) Fie G:[0,+») > R, G(0) =0 primitivda a functiei F si g:[0,4) > R, g(x) = 121x? +
(60 —é)x +2G(x). In intervalul de timp [0,t],t = 0, mdsurat in ore, un melc merge g(t)

centimetri. Calculati lungimea drumului parcurs de melc in intervalul de timp [0,1].

SOLUTIE:
a) Dacia=0 =>fx(f(x))adx=fxdx=xZ—2+ C e Ip
Dacia #0 = [x(f(x))%dx = [ xe ™" dx = — %e‘axz F C oo 2p
. F(X) _ 4. F)=F() _ yrqy _ -1
b) 91(1_1)1}5 = }Cl_rg—x_l =F'(1)=fQ1)= O T T T T PO PP PO PP PP PP PP 2p

©) [F(x)dx =[x'F(x)dx = xF(x) — [ xF' (x)dx = xF(x) — [ xe ™ dx = xF(x) +%e"‘2 + C,
Deci G(x) = xF(x) + 5™ + k,G(0) = 0= k = —= , astfel G(x) = xF(x) + ™ — -

g(1) =121+ 60 — é +2 (F(l) + i — %) = 180. Lungimea drumului este 180 cm. .............. 2p
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