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Clasa a IX-a
Solutii si bareme

Problema 1.

a)
b)

Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia |z — 3| + |z — 1| + |z + 1| = 5.
Determinati k € Z pentru care ecuatia |z — 3|+ |x — 1|+ |z + 1| = k are exact o solutie intreaga.

prelucrare dupa GM 10/S:L23.241

Solutie

a)

Daca x < —1, ecuatia devine —x +3 —x +1 -2 — 1 =5 & —3x = 2 nu are solutie intreaga.
Daca z € (—1,1], ecuatia devine —z+3 -z +1+2+1=5r=0€Z.

Daca x € (1,3], ecuatia devine —x +3+2 -1+ +1=5&2r=2€Z

Daca z > 3, ecuatia devine x —3+x — 1+ x + 1 =5 < 32z = 8 nu are solutie intreaga.

Deci solutiile intregi sunt 0si 2...... ... .. 3p

Studiem cate solutii admite ecuatia in multimea (—oo, —1] N'Z in functie de k.

Daca x € (—oo,—1|NZ, atunci |z — 3|+ |z — 1|+ |z +1|=—2+3—2x+1—2—1= -3z +3.
—3x+3=k<:>—3x:k—3<:>x:—§+lEZ———>kE3

r<—-1<— -3r+3>6—=k>6

Daca k € Z,k > 6,k : 3, atunci ecuatia admite doar solutia z = —E+1 in multimea (—oo, —1]N

Z. Altfel ecuatia nu admite nici o solutie in multimea (—oo, —1] N Z.

Studiem cate solutii admite ecuatia in multimea [3,4+00) N Z in functie de k.

Daca x € [3,400) NZ, atunci |[x — 3|+ |z — 1|+ |z +1|=2—-3+z—1+2x+1=3x—3.

k
3:17—3:k’<:>3x:k‘+3<:>x=§+1€Z:>k53
r>3=3r—-3>6=k >6.

k
Daca k € Z,k > 6,k } 3, atunci ecuatia admite doar solutia z = 3 +1 in multimea [3, +00) NZ.

Altfel ecuatia nu admite nici o solutie iIn multimea [3, +00) N Z.

Determinam, pentru ce k € Z se obtin solutiile 0,1 si 2.
E=10-3/+[0-1]+[0+1=3+14+1=5€Z
E=1=-3|+[1-1+[|1+1]=24+0+2=4€Z
k=12-3|+2—-1+[2+1]=1+143=5€Z



Daca k = 4, atunci = 1 este solutie, iar daca k = 5, atunci x = 0 si x = 2 sunt solutii.

In continuare distingem urmatoarele cazuri.
Daca k € Z,k < 4, atunci ecuatia nu admite nici o solutie intreaga.

Daca k € Z,k > 6,k /3, atunci ecuatia nu admite nici o solutie intreaga.

Daca k € Z,k > 6,k : 3, atunci ecuatia admite exact doua solutii intregi, acestea fiind x =

k
+-+ 1
3+

Daca k = 5, atunci ecuatia admite exact doua solutii intregi, acestea fiind z =0 si x = 2.
Daca k = 4, atunci ecuatia admite exact o solutie intreaga, aceasta fiind = = 1.

Prin urmare ecuatia admite exact o solutie intreaga doar pentru k = 4.

Problema 2. Aritati ¢ numarul 3 - 52**! 4+ 2371 este divizibil cu 17, pentru orice n € N.

Nut Daniel, Toplita

Solutie
Pentru n = 0 avem: 3-5' +2' =17:17

Presupunem cd (3 - 52#+1 + 23%1) 1 17 pentru n = k € N. Aratdm ca (3 - 52D+ 4 230+ 1)

(3521 4 238H1) 1 17 — Im € N astfel incat 3 - 52! 4 2%+ = . 17
Prin urmare: 3 - 5%+t = m . 17 — 23k+1,

3. 52(k+1)+1 + 93(k+1)+1 _ 52 3 52k+1 4+ 93 . 93k+1
=25 (m-17 —2%+) 4 8. 231
=25-m-17 — 231 . (25 —8)
=17 (25-m — 2% 1) = (3. 52kFDFL 4 93(k+y 1 7

17.
1p



Observatie
Prezentam o alta solutie. Pentru n = 0 afirmatia e adevarata. Pentru n > 1 avem:

3.5 4 23l = 15.25" 4 2.8" =17-25" —2.25" +2.8" =17-25" — 2. (25" — 8")

n—1 n—1
=17-25" —2-(25—8)- ) 25" k. gh =17. (25”—2-225”_1_’“-8’“) P17
k=0 k=0

In penultimul pas s-a folosit formula: a™ — b = (a — b)(a™* + a"2b + ... + ab" 2 + b 1).

Problema 3. Demonstrati ca inegalitatile de mai jos sunt satisfacute, pentru orice numere reale

a,b,c>0:
) a < 1
a
a?+bec ~ 2Vbc
b) a <1+1
a?4+bc — 4b  4c
a b & 1 1 1
c) + + < —+ =4+ =

a?+bc bV 4+ca +ab T 2a 20 2c
Mike Ildiko, Targu Secuiesc

Solutie
a) Aplicam inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica pentru numerele a? si be. Obtinem:
24 b 1
vt 62 2be — — 2 < Va,b,c € R,a,b,c >0
2 a?+be = 2v/be
............................................................................................... 2p
. 1 1 1
b) Intai aratam ca: W < 0 + o
1 11 1\’ 1\’ L,
=2 — Vb ceRb,c>0
) )
P < — V b, R, a,b,c > 0.
rin urmare: 2 1be = 4b a,b,c e a,b,c
............................................................................................... 3p
) In mod similar pot fi obtinute inegalititil <titgoce 11
¢) In mod similar pot fi obtinute inegalitatile: — 4+ —si — 4+ —.
P ’ & ’ b>’+ca ~ 4c 4da Z+ab T 4a  4d
Adunand parte cu parte aceste trei inegalitati, obtinem inegalitatea din enunt.
L R <1+1+1+1+1+1 1+1+ -, ¥a,b,c € R,a,b,¢ > 0.
—t—F—4—4—4+—=—+ = a,b, c a,b, c
a?+bc  b>+ca A+ab ~ 4b 4¢ - 4da 4  2a  2b 0
............................................................................................... P
Problema 4. Pe laturile AB, BC,DE si EF ale hexagonului regulat ABCDFEF se considera
BM BN EP E
punctele M, N, P respectiv () astfel incat A= m, NC n, 5p = P Q? =q.
—— 1 1 — == 1
a) Aratati ci EM + BP = _ BA i EN + BO = BC.
’ 1+p 14 m ’ 1+gq q T 1+n

b) Stiind ca W + Eﬁ\f + ﬁ + B@ = 6), aratati ca dreptele M P, N@) si C'F sunt concurente.
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Matyds Matyds, Sfantu Gheorghe

Solutie
)BM gy EB+mBA_EA+AB+mEA _ 4B N
MA . 14m 14+ m L l+m

? ﬁ+pﬁ ﬁ ?—i—pﬁ D ?
_p:>B + B
PD 1+p 1+p _>1+P .
ABCDEF fiind hexagon regulat, avem EA—i—B?: 0 si DE = BA.

—}; ? D % EZX Ezl 1 1 —
Deci: EM+B = + :_1+m+1+p:(1+p_1+m>BA
............................................................................................... 2p
@_ E—]>\7 ﬁ+nﬁ ﬁ%—@%—nﬁ 6@4_@
NC_ - l+n l4+n

@ ﬁ+qﬁ B7+ﬁ+qﬁ ﬁ ?
QF 1+g¢q
ABCDEF fiind hexagon regulat, avem: ﬁ+ﬁ—% SIP% B?

B B 1 1
Deci: EN—I—Bﬁ —+%+— ﬁ:_l—kn—'—l—{—q:(l—%q_lﬂw’b)B—d'
............................................................................................... 2p
b)( L )B?JF(L— >1?C EM + EN + BP + BO = 0, de unde rezulti
1+p 14+m 1+q 14n

R R 1 B B
ca.1+p 1+m_07—1+q 1+n-0=>m—p,n—q
Prin urmare patrulaterele BM EP si BN E(Q) sunt paralelograme.
............................................................................................... 2p

Fie punctul O centrul cercului circumscris hexagonului regulat ABCDEF. Punctul O este mijlocul
diagonalelor BE si C'F.

In paralelogramele BM EP si BN E() diagonalele se injumatatesc. = O € M P,O € N(Q

Deci MPNNQ N CF = {0} ceea ce era de demonstrat.






