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Clasa a XII-a - H2 - Stiinte ale naturii
Solutii si bareme

Problema 1.

Pe multimea G' = (2, 4+00) se defineste legea de comporzitie = * y = \/22y? — 422 — 4y2 + 20.

a) Demonstrati ca z xy = /(22 — 4)(y? — 4) + 4, pentru orice z,y € G.

b) Stiind ca (G, %) este grup, demonstrati ca
f:(0,400) = (2,400), f(z) = Vo +4

este izomorfism intre grupurile (R%,-) si (G, ).

¢) Rezolvati in G ecuatia g xx - - % x = V5.
, b1a ¢ ,
de 2024 ori

Solutie

a) wxy = /222 —4a? —dy? +20 = /22y — 422 — 4y + 16+ 4 = /22(y2 — 4) —4(y2 — 4) + 4

V(@2 = 4) (12 = 4) 4 o

b) finjectiva, deoarece f(z) = f(y) = Ve +4=\y+4=x=yVr,ye G
f surjectiva, deoarece Vy € G, 3z € (0, +00), astfel incat f(z) =y,z =y*—4 € (0, +00)
deci £ DI Jectiva . ...
flzy) = Vay +4
fl@)* fy) = /(f2(2) = D(f2y) —4) +4 = Vay +1
fzy) = f(x) * f(y),Yx,y € G = f morfism

f bijectiva si morfism = f izomorfism intre grupurile (R%,-) si (G,*) .....................

¢) Conform punctului a) si metodei inductia matematica avem
grxxxp = (22— A2 L A=/
—

de 2024 ori
(22 — 4)2024 4 4 = 5 adica (22 — 4)20% =1
22 — A= 1 SAU T2 — A = — 1 o

x:\/geG,x:—\/ggéG,x:i\/ggéG



Problema 2. ,
Se considera functiile f; : R — R, fi(z) = Cirj_gf sifo:R—=R
x
2t - arctgx
PO =

a) Determinati primitiva F; a functiei f; pentru care Fi(1) = 0.
b) Calculati: [ fo(z)da.
Solutie

a) f1:R — R este continua pe R, f; admite primitive.

t 1
[ fi(x)de = [ ?ai‘(;fdx = é(arctg )2+ C 2 ................................. 2p
1 1 /m\2 s
1(1) 2(arctg ) +C 5 (7 +2C' 0=C 2

1
Fi:R =R, Fi(z) = =(arctgz)? — SRR RR 1p

2 32

Yoarct ¢
b) [ foz)de = f%dx = [2Parctgzdx — [arctgzdr + [ cir—ci_gxf dr ............. 1p

2\’ x3 1 x3

[ 2*arctgrde = [ <§> arctgx dr = garctgx ~3 i N dx =
3 1 3 2 1
= %arctgm —3 Ja— x;j— 1 dx = %arctgx - % + éln(xQ +1)+ 011 .................. 2p
[arctgzde = [(x)arctgxde = zarctgz — [ 1 f 5 do = zarctgr — éln(xQ +1)+ C
T
3 2 2 + 2
I=(% 2 arctgx—$—+—ln(x2+1)+M+C ............................. 1p
3 6 3 2
Problema 3.
Se considera multimea
l—2 0 = 1
G=(Ax)= 0 0 0 ,xE]R\{§}
r 01—z
- 1 1 1 .
a) Demosntrati ca A(x) - A(y) = A (5 -2 (5 - x) (5 - y)) pentru oricare A(x), A(y) € G.



b)

c)

Aratati ca (G, -) este grup abelian.

Calculati A™(x), n € N*.

Solutie

a)

A@yA@y:A@+y—zw):A( ( (1 ))
A(%—(%—x)+ﬂy(%—x)>:A(%—Q(%—x>(%—y)) ...................... 1p

Daca A(z), A(y) € G, atunci A(z) - A(y) = A(zr +y —2zy) € G,x +y — 2xy # % ........ 1p
Asociativitate: inmultirea matricelor este asociativa.

Comutativitate: A(z) - A(y) = A(z +y — 2zy) = A(y + z — 2yx) = A(y) - A(x) pentru oricare
A(T), A(Y) € G oo 1p

Element neutru:
JA(e) € G: A(x) - A(e) = Ale) - A(x) = A(x),VA(x) € G

A@yM@:A@MﬁdLQ@:Qx#%@e:QmmeG

A(0) - A(z) = A(z) - A(0). Deci A(0) element neutru. ..., 1p

Fiecare element din G este simetrizabil:

VA(z) € G,3A(x") € G: A(x) - A(x') = A(2') - A(x) = A(0)

x 1 x 1 x
/_2 ,: /: — - A ! :A
r+a =2z’ =0=u 2x—1’x7é2’2m—17é2:> (x) (2:10—1)EG
Privind cele de mai sus, (G, -) este grup abelian. .......... ... .. . . i, 1p

1 n
Se demonstreaza prin inductie matematica: p(n) : A"(z) = A (5 —on-t <— - x) ) ,Vn € N*
p(1) : Al(z) = A(x)
p(k) = p(k+1)

) o) - a -2 (5 -) )



p(k+1) : A () = A (% — 2k (% - ) )
A (@) = A¥(r) - Ax) = A ( (1) +e2 ( (;_x)’“) ) -
k

afir (- 22 () ) -2 G- )

1 1 k41
= 5 2k (5 — m) = p(k + 1) adevarat.
Folosind metoda inductiei matematice, rezulta ca
1 1 "
A”(m):A(ﬁ—Q”_l (5—:5) ),VHEN* ............................................. 2p
Problema 4.

Construiti o piramida regulata de volum minim, circumscrisa unui cub de laturd 1 metru (baza
piramidei este in planul determinat de o fata a cubului, iar varfurile cubului care nu sunt in acest
plan sunt situate pe muchiile piramidei, vezi figura alaturata). Ce lungime are inaltimea piramidei?

Solutie

-
- N =
/
!E.' - \

-

1
Conform notatiilor din figura avem O'M' = 3 00 =1, fie VO = .

1
oM VO 9 x x+1
= & = & OM = P 2
OM VO~ OM z+1 21 P
1
Baza piramidei este FF = 20M = Tt , deci volumul piramidei se poate calcula prin formula
Lo
r+1
1) -
= 3 = 3 S TggE T rteerreereteseii P

4



Pentru a obtine volumul minim determinam punctele de extrem ale functiei V' (z) .

V() = 3(z+1) .3x9$; (x+1)%- 6x _ (x+1) (339596—295—2) _ (x—{—l)gx(a:—Q) """""""""" 2p

Din ecuatia V'(x) = 0 si conditia x > 0 fiind o distanta, obtinem x = 2 punct de extrem, iar pentru
x < 2, avem V'(z) < 0 si pentru > 2, avem V’'(z) > 0, deci x = 2 este punct de minim, deci

mnaltimea piramidei cu volum minim este 3....... ... .. 2p



