
Al 26-lea Concurs Nat, ional de Matematică Aplicată ”Adolf Haimovici”
Etapa zonală, 10 februarie 2024

Clasa a XI-a - H1 - Tehnic
Solut, ii s, i bareme

Problema 1. Se consideră matricea A =

(
1 2

2 4

)
∈ M2(R) s, i pentru orice a ∈ R, con-

siderăm matricea X(a) = I2 + aA.

a) Demonstrat, i, că X(a) ·X(b) = X(a+ b+ 5ab), pentru orice a, b ∈ R.

b) Determinat, i c ∈ R, astfel ı̂ncât X(a) ·X(c) = X(c), pentru orice a ∈ R.

c) Determinat, i t ∈ R, astfel ı̂ncât

X

(
14

5

)
·X

(
9

5

)
· . . . ·X

(
− 6

5

)
·X

(
− 11

5

)
= X(t).

Solut, ie

a) X(a) · X(b) =
(
I2 + aA

)(
I2 + bA

)
= I2 + (a + b)A + abA2=I2 + (a + b)A + ab · 5A =

I2 + (a+ b+ 5ab)A = X(a+ b+ 5ab). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

b) X(a)X(c) = X(a+ c+ 5ac) = X(c) ⇒ a+ c+ 5ac = c ⇒ c = −1

5
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

c) X(a) · X(b) = X(a + b + 5ab) = X(b + a + 5ba) = X(b) · X(a) ⇒ X(a) · X
(
− 1

5

)
=

X
(
− 1

5

)
·X(a) = X

(
− 1

5

)
,∀a ∈ R (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din asociativitate ı̂nmult, irii matricelor s, i din (1) rezultă că

X
(14
5

)
·X
(9
5

)
·X
(4
5

)
·X
(
− 1

5

)
·X
(
− 6

5

)
·X
(
− 11

5

)
=

=

[
X
(14
5

)
·X
(9
5

)
·X
(4
5

)]
·X
(
− 1

5

)
·

[
X
(
− 6

5

)
·X
(
− 11

5

)]
= X

(
− 1

5

)
. . . . . . 2p

Deci X
(
− 1

5

)
= X(t) ⇒ t = −1

5
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 2. Se consideră matricea A =

(
x+ 3 x

1 −3

)
∈ M2(R). Determinat, i numărul

real m astfel ı̂ncât
[
m ·A(−1) +A(m)

]
·A(0) = (m2 + 17) · I2.

1



Solut, ie[
m ·A(−1) +A(m)

]
·A(0) =

[
m ·

(
2 −1

1 −3

)
+

(
m+ 3 m

1 −3

)]
·

(
3 0

1 −3

)
= . . . . . 1p

=

(
3m+ 3 0

m+ 1 −3m− 3

)
·

(
3 0

1 −3

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

=

(
9m+ 9 0

0 9m+ 9

)
= (9m+ 9) · I2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Deci m2 + 17 = 9m + 9 ⇐⇒ m2 − 9m + 8 = 0, rezolvând ecuat, ia de gradul doi rezultă că

m ∈ {1, 8} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Problema 3.

a) Studiat, i existent,a limitei funct, iei f : R−
{
− 3

2

}
→ R, f(x) =

7x− 3 + 6x2

9 + 12x+ 4x2
ı̂n punctul

x0 = −3

2
.

b) Determinat, i valoarea numărului real m pentru care

lim
x→∞

mx2 − 3x+ 5

(2m+ 1)x2 − 4x+ 7
=

2

5
.

Solut, ie

a) Înlocuind valoarea −3

2
ı̂n funct, ia f se deduce cazul de nedeterminare 0

0
. . . . . . . . . . . . 1p

f(x) =
6x2 + 7x− 3

4x2 + 12x+ 9
=

(2x+ 3)(3x− 1)

(2x+ 3)2
=

3x− 1

2x+ 3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

ls
(
− 3

2

)
= lim

x→− 3
2

x<− 3
2

f(x) = lim
x→− 3

2

x<− 3
2

3x− 1

2x+ 3
=

−11
2

o−
= +∞,

ld
(
− 3

2

)
= lim

x→− 3
2

x>− 3
2

f(x) = lim
x→− 3

2

x>− 3
2

3x− 1

2x+ 3
=

−11
2

o+
= −∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din ls
(
− 3

2

)
= +∞ s, i ld

(
− 3

2

)
= −∞ se trage concluzia că funct, ia f nu are limită ı̂n

punctul x0 = −3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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b) lim
x→∞

mx2 − 3x+ 5

(2m+ 1)x2 − 4x+ 7
= lim

x→∞

x2

(
m− 3

x
+

5

x2

)
x2

(
2m+ 1− 4

x
+

7

x2

) =
m

2m+ 1
, dacă m ̸= −1

2
s, i

+∞ dacă m = −1

2
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

dar limita este
2

5
, deci m ̸= −1

2
s, i

m

2m+ 1
=

2

5
⇔ 5m = 4m+ 2 ⇔ m = 2. . . . . . . . . . . 1p

Problema 4. În reperul cartezian xOy fie punctele O(0, 0) s, i An(n, 2
n), unde n ∈ N.

a) Demonstrat, i, că punctele O,A1 s, i A2 sunt coliniare.

b) Câte drepte trec prin cel put, in două puncte dintre punctele O,A0, A1, A2?

c) Calculat, i aria triunghiului determinat de punctele An, An+1 s, i An+2, unde n ∈ N.

Solut, ie

a)

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

1 2 1

2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ O,A1 s, i A2 sunt coliniare. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b)

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

0 1 1

1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −1 ⇒ A0 nu apart, ine dreptei O−A1−A2 deci 4 drepte sunt care corespund

cerint,ei. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

c) ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
n 2n 1

n+ 1 2n+1 1

n+ 2 2n+2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 2n ·

∣∣∣∣∣∣∣
n 1 1

n+ 1 2 1

n+ 2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 2n · [(2n + 4n + 4 + n + 2) − (2n + 4 +

4n+ n+ 1)] =

= 2n · [(7n+ 6)− (7n+ 5)] = 2n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

TAnAn+1An+2 =
|∆|
2

=
2n

2
= 2n−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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