
A 74-a Olimpiadă Nat, ională de Matematică
Etapa zonală, 10 februarie 2024

Clasa a XI-a
Solut, ii s, i bareme

Problema 1. Se consideră funct, ia f : (0, 4)\{3} → R,

f(x) =


a ·

√
x2 + 7−

√
x2 + x+ 4

x− 3
, 0 < x < 3

−sin [2 · (x− 3)]

8 · (x− 3)
, 3 < x < 4

,

unde a ∈ R. Determinat, i a ∈ R astfel ı̂ncât funct, ia f să aibă limită ı̂n punctul x0 = 3.

Solut, ie

ls(3) = lim
x→3
x<3

a ·
√
x2 + 7−

√
x2 + x+ 4

x− 3

0
0= lim

x→3
x<3

a · (x2 + 7)− (x2 + x+ 4)

(x− 3)
(√

x2 + 7 +
√
x2 + x+ 4

) =

= lim
x→3
x<3

a

8
· −x+ 3

x− 3
= −a

8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

ld(3) = lim
x→3
x>3

− sin 2(x− 3)

8(x− 3)

0
0= lim

x→3
x>3

− sin 2(x− 3)

4 · 2(x− 3)
= −1

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

f are limită ı̂n punctul x0 = 3 ⇐⇒ ls(3) = ld(3) ⇐⇒ −a

8
= −1

4
⇐⇒ a = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. Se consideră matricea A =

(
2 −1

4 −2

)
∈ M2(R) s, i mult, imea

H = {X ∈ M2(R) | ∃k ∈ N, k ≥ 2,Xk = O2}.

a) Arătat, i că A ∈ H.

b) Dacă X ∈ H, demonstrat, i că X2 = O2.

c) Dacă X ∈ H, arătat, i că det
(
I2 +X+X2 + · · ·+X2024

)
= 1.

Solut, ie

a) A2 = O2 ⇒ A ∈ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

.

b) Dacă X ∈ H ⇒ Xk = O2 ⇒ det
(
Xk
)
= det (O2) = 0 ⇒

(
det (X)

)k
= 0 ⇒

⇒ det (X) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din teorema lui Cayley - Hamilton avem X2 − Tr(X) ·X+ (det (X))︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 ⇒

⇒ X2 = Tr(X) ·X (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Se demonstrează prin induct, ie că Xn = (Tr(X)n−1 ·X,∀n ∈ N, n ≥ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din Xk = O2, k ∈ N, k ≥ 0 ⇒ (Tr(X))k−1 ·X = O2 ⇒ (Tr(X))k−1 = 0 ⇒ Tr(X) = 0 s, i din (1) avem

X2 = O2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



c) Din b) avem Xk = O2 pentru orice k ∈ N, k ≥ 2. Fie X =

(
a b

c d

)
∈ M2(R) ⇒

⇒ det (I2 +X) =

∣∣∣∣∣ a+ 1 b

c d+ 1

∣∣∣∣∣ = (a+ 1)(d+ 1)− bc = (ad− bc) + (a+ d) + 1 . . . . . . . . . . . . . 1p

Din a) s, i b) ⇒ det (X) = 0,Tr(X) = 0 ⇒ ad− bc = 0, a+ d = 0 ⇒ det (I2 +X) = 1 . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3. Se consideră matricea A ∈ M2(Z) astfel ı̂ncât det(A) = 9. Arătat, i că

det
(
A2 + 5A+ 9I2

)
este un pătrat perfect!

(GM 11/S:L23.302.)

Solut, ie

Din teorema lui Cayley - Hamilton avem A2 − Tr(A) ·A+ 9I2 = O2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

det (A2 + 5A+ 9I2) = det[(A2 −
Tr(A) ·A+ 9I2) + ((5 + Tr(A)) ·A)] = det [(5 + Tr(A)) ·A] =

= (5 + Tr(A))2 · det (A) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

= (5 + Tr(A))2 · 9 = [3 · (5 − Tr(A))]2, A ∈ M2(Z) ⇒ Tr(A) ∈ Z ⇒ 3 · (5 − Tr(A)) ∈ Z, deci

det
(
A2 + 5A+ 9I2

)
este un pătrat perfect. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4. Se consideră s, irul (an)n≥1, cu a1 = 2 s, i a1 + a2 + · · ·+ an =
an(n+ 2)

3
, pentru orice n ∈ N∗.

Demonstrat, i că
n∑

k=1

[√
ak
]
=

an
2
,

unde [x] reprezintă partea ı̂ntreagă a numărului real x.

Solut, ie

Se calculează câteva elemente ale s, irului (an)n≥1. Avem a1 = 2 = 1 · 2, a2 = 6 = 2 · 3, a3 = 12 = 3 · 4.
Generalizare: P (n) : an = n · (n+ 1), n ∈ N∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Demonstrăm prin induct, ie: P1, P2, . . . , P (k) ⇒ P (k + 1)

a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1 =
ak+1(k + 3)

3
⇐⇒ 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ k · (k + 1) + ak+1 =

ak+1(k + 3)

3
,

k∑
p=1

p(p+ 1) =
k∑

p=1

p2 +
k∑

p=1

p =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+

k(k + 1)

2
=

k(k + 1)(k + 2)

3
.

Deci
k(k + 1)(k + 2)

3
+ak+1 =

ak+1(k + 3)

3
⇒ ak+1 = (k+1)(k+2) ⇒ P (k+1) adevărat, conform induct, iei

matematice P (n) este adevărat pentru orice n ∈ N∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Avem k2 < k2 + k < (k + 1)2 pentru ∀k ∈ N, k ≥ 1 ⇒ k <
√
k(k + 1) < k + 1 ⇒

⇒
[√

ak
]
= k, ∀k ∈ N, k ≥ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deci
n∑

k=1

[√
ak
]
=

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
=

an
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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