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Clasa a XII-a
Solutii si bareme

Problema 1. Se considera functia

1 — [z]

fi(—lal)%va(I):m

Demonstrati ca functia f admite primitive si determinati primitivele sale.

Notatie : [a] reprezinta partea intreaga a numarului a si {a} reprezinta partea fractionara a numarului

Q.

Solutie Deosebim urmatoarele cazuri:

1
cazul I: z € (—1,0) Avem [z] = —1si {z} =2 — [z] =2 + 1, deci f(x) = c 1
cazul IT: x € [0,1) Avem [z] =0 si {z} = z, deci f(x) = 2 1 1
deci 1
—1
.fL""’ 17 x 6 ( ’0)7
f:(=1,1) =R, f(x) =
! €[0,1)
w1 TS

e f este continua pe (—1,0) si (0,1) pentru ca este egal cu raportul a doua functii elementare,

(1)

e Avem
£(0—0) = lim f(z) = lim —— =1, )
z 0 z 0+ 1
1
f(O)Zmzl =

1

FO+0) =l /(o) = By oy =1

— f(0—0) = f(0) = f(0+0) = f este continua in x = 0 (2)

Din (1) si (2) rezulta ca f este continua pe (-1,1), deci admite primitive.



xr € (—1,0)

Fie F:(-1,1) - R, F(z) " primitivele functiei f, unde

Il
——
Rl
OO
8
m
=

1
Fi(x) —/m+1 de =In(r+1)+¢; pentru z € (—1,0)

1 1
Fy(x) = / m T 1 dz = 3 In(2z + 1) + ¢ pentru =z €[0,1)

Deci

In(x 4+ 1) + ¢1, x € (—1,0),
1

5 In(2z + 1)+ ¢2, z€10,1).

............................................................................................... 2p
F trebuie sa fie derivabila pe (—1,1) = F trebuie sa fie continua pe (—1,1), deci si in punctul
r=0= ¢ = py = @ si atunci
In(x +1) + ¢, z € (—1,0),
F:(-1,1) >R F(z) =<1
5 In(2x +1)+ ¢, z€][0,1).
F este derivabila pe (—1,0) si pe (0,1)
, 1 , 1
F (l‘) = —7vx7y € <_170) Sl F (l’) = —,Va:,y € (07 1)

r+1 2 +1

/ 1 /
lim F' (z) = lim , lim F' (z) = lim = F este derivabila si in x =0
x /0 z 01+ 1 z\,0 N0 2z + 1 ’

3ry —4x — 4y +6
20y —3x — 3y +5

Problema 2. Pentru z,y € (1,2) fie z xy =

a) Sa se arate ca x *y are sens pentru orice x,y € (1,2) si ca zxy € (1,2) pentru orice z,y € (1,2)

v . o . A . r+a

b) Sa se determine valoarea numarului real a astfel incat functia f : (0.400) — (1,2), f(x) = 1
x

sa fie bijectiva si sa satisfaca conditia f(zy) = f(x) * f(y) pentru orice z,y € (0, +00)

Solutie
a) Din z,y € (1,2) rezulté—%<x—g<%si—%<y—g<%,
adica —i < (x—g)(y—;) <le
s U P I



1 3 3 1 3 3 1
—s -y - < = 2z — )y — )+ =<1
= 2< (x 2)(y 2)<2:>0< (x 2)(y 2)+2<

=0<2z2y—3r—3y+5H<1

Deci numitorul fractiei nu se anuleaza si este pozitiva.

3ry —4xr — 4y + 6

<2 22y —3x -3y +5) >0
20y —3x — 3y + 5 |2y v y+9)

rxy € (1,2) 1<

& 20y —3r —3y+5 < 3xy —4r — 4y + 6 < dvy — 62 — 6y + 10

Prima inegalitate se scrie in forma zy —z—y+1 >0 < (x—1)(y—1) > 0 ceea ce este adevarat
pentru orice z,y € (1,2)

A doua inegalitate se scrie in forma zy — 2z — 2y +4 > 0 < (2 — 2)(y — 2) > 0 ceea ce este
adevarat pentru orice z,y € (1,2)

.......................................................................................... 1p
T+a o . e . . VR
b) f:(0,400 — (1,2), f(x) = 1 daca este bine definita, atunci este derivabila si
x
, 1l—a
) =-—">
f (@) (x+1)?
Daca a < 1, atunci f este strict crescatoare
Daca a = 1, atunci f este constanta
Daca a > 1, atunci f este strict descrescatoare
I _ . _q Covtive si = (1
a:—>%)1,]:[cl>of(x) a, xh_glo f(z) =1, f este bijevtiva si = (1,2)
T+ 2
implica a = 2. Deci =
p fl@) ="
.......................................................................................... 2p

Verificam egalitatea f(zy) = f(x) * f(y), Vzx,y € (0,+00)

f(xy)zizﬁ, v,y € (0, +00)
rT+2 y+2 T+ 2 y+2
fore ) = M@ =47@ =) 6 Par1 s Tyt
DT @) f) =3 (@) —3f () +5  , T2 yF2 o wE2 oy
z+1 y+1 r+1 y+1



3rx+2)(y+2) —4r+2)(y+1) -4+ 1)(y+2)+6(x+1)(y+1)  xy+2

12y +2) -3+ 1) 3@t Dy+2) +o+ Dy+l) wyr1 DYE (0, +00)

Problema 3. Determinati functia f : (0,00) — R, stiind ca admite o primitiva F astfel incat

1
z- f(z)+ F(x) = #j—xeﬂ pentru orice x > 0 GM 10/S:L23.277
Solutie

F fiind primitiva lui f, F'(z) = f(z),Vx > 0

1
Relatia data se poate scrie in forma (:L'F(x)), __rr
z(1 + ze®)
............................................................................................... 2p
1 1)e*
Calculam / T = / M dz =
(14 ze®) ze® (1 + xe®)
t=xe” = dt = (e + zddx = (v + 1)e®
dt 1 1 t xe”
— (- —) dt=In|t|-In|t+tl|+p=In|—|+p=1
/t(t+1) /(t t+1> nft]=lnjt+1]+e nt+1‘+90 nxe*’”+1+w
............................................................................................... 3p
Deci - F(z) = In ——"% 4 k unde k € R, de unde obtinem ci F(z) — ~ - 4 & 4
eci x - =ln—— e e unde obtinem ca =—-
bo Fe)=In——m— un , de un tinem 7) = In—— p
/ 1 e’ 1 k )
adicéf(x):F(x):—?-lnxizj_l+x2(z;+1)—ﬁ,pentruorlcexe(o,—i-oo) .......... 1p

Problema 4. Fie (G,-) un grup. Notam cu Z(G) = {g € G | gr = xg,Yx € G} centrul grupului
G.
a) Sa se arate ca (Z(G),-) este subgrup al lui (G, -)
b) Sa se arate cd dacd pentru un x € G avem z'? € Z(G) si 2?* € Z(@G), atunci 23 € Z(G)
c) Sa se arate ca daca 2% € Z(QG) si 2Y*° € Z(G), pentru orice z € G, atunci G, -) este un grup
comutativ.

Solutie

a) Fie e elementul neutru a lui G, z - e = e - x pentru orice z € G, deci e € Z(G) Rezulta ca

Z(G) D o 1p
Fie g1, g2 € Z(G) doua elemente arbitrare.

A



Rezulta ca g1x = g1, Vo € G si gox = g2,V € G = g192 = g21

(9192) = 91(927) = 91(292) = (q17)g2 = (2g1)92 = 2(g192) pentru orice r € G
Deci g190 € G (L) 1p

1

Fie g € Z(G) din gz = xg = g '(g9x) = g (xvg) = v = (¢7'x)g = xg~' = g~ oricare ar fi x

din G.

Deci ¢! € Z(G) (2)

Din (1) si (2) rezulta cad (Z(G),) < (G,2) oo 1p
3=12-(=5)+21-3 = 22 = g23H12(=5) = 213 . 12(=5) — (521)3 ((x12)5>7 € Z(G) pentru

' e Z(G) = (%)% € Z(G)

22 € Z(Q) = (212 = ((;&2)5)_ e Z(Q)
.......................................................................................... 2p
Deoarece 2023 si 2025 sunt prime intre ele, exista k,[ € Z asfel incat 2023k + 2025 = 1
Fie € G un element arbitrar. x = p2023kF2025l=1 — (p2028)k . (2025)] ¢ 7((F) pentru ci
Deci zy = yz,Vy € G. Rezulta ca (G, -) este grup comutativ. ............................ 2p



