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Clasa a XI-a
Solutii si bareme

Problema 1. Se considera functia f : (0,4)\{3} — R,

Va2 +7— Vot +r+4
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—_ r—3
f(z) = sin[2 - (z — 3)] ’
— ,d<xr <4
8 (x—3)
unde @ € R. Determinati a € R astfel incat functia f sa aiba limita in punctul xy = 3.
Solutie
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f are limita in punctul g =3 <= [5(3) = li(3) = —g =-—7 = a= 2 2p
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Problema 2. Se considera matricea A = ( ) € My(R) si multimea

a) Aratati ca A € H.
b) Dacd X € H, demonstrati cd X? = O,.
c) Daca X € H, aratati ca det (12 +X+XZ24+... 4 X2024) = 1.

Solutie

a) A2 =09 = A € H oo 1p

b) Daci X € H = X* = 0y = det (X¥) = det (0) = 0 = (det (X))" =0 =

= det (X)) = 0 L 1p
Din teorema lui Cayley - Hamilton avem X? — Tr(X) - X + (det (X)) =0 =

i?)_/
= X2 = TE(X) - X (1) ittt 1p
Se demonstreaza prin inductie cid X" = (Tr(X)" - X, Vn e N,n>2 oo, 1p

Din X* =09,k e Nk > 0= (Tr(X))F1- X =0y = (Tr(X))* ! = 0= Tr(X) =0 si din (1) avem



b
¢) Din b) avem X* = O, pentru orice k € N,k > 2. Fie X = ( ¢ J ) € My(R) =
c

b
det (LX) =| 7" o=@ D@ b= (ad = b+ (k) 4T 1p
Dina)sib) = det(X) =0,Tr(X)=0=ad —bc=0,a+d=0=det (L +X)=1 ........... 1p

Problema 3. Se considera matricea A € My(Z) astfel incat det(A) = 9. Aratati ca
det (A2 +5A + 912) este un patrat perfect!

(GM 11/S:1.23.302.)
Solutie
Din teorema lui Cayley - Hamilton avem A? — Tr(A) - A+ 91, =0y ......cooiiiiiiii... 1p
det (A? 4+ 5A + 91y) = det[(A? —
Tr(A)-A+9L) + ((5+Tr(A)) - A)] =det[(5+ Tr(A)) - A] =

= (54 Tr(A))2 - det (A) = .ot 2p
= (B+Tr(A)?-9=[3-(5—-Tr(A)]?* A € My(Z) = Tr(A) € Z = 3-(5—Tr(A)) € Z, deci
det (A? + 5A + 91,) este un patrat perfect. ................. i 2p
n 2 :
Problema 4. Se considera sirul (a,),>1, cuay =2 si a3 +as+---+a, = %, pentru orice n € N*.
Demonstrati ca
n ar,
> e =
k=1

unde [z] reprezinta partea intreaga a numarului real z.
Solutie

Se calculeaza cateva elemente ale sirului (a,),>1. Avem a; =2 =1-2,a9y =6 =2-3, a3 =12 =3-4.

Generalizare: P(n) ta, =n-(n+1),n € N* 2p
Demonstram prin inductie: Py, Py, ..., P(k) = P(k+1)
k+3 k+3
al+a2+"'+ak+ak+1:% — 124234+ +k-(k+1)+ap= akﬂ(?) >,
k k
k(k+1)( 2k—l—1) k(k+1) k(k+1)(k+2)
1) = .
Zp(p + pz_:p + z:: + = 3
1 2
Deci bk + ?))(k - )+ak+1 = M = apy1 = (k+1)(k+2) = P(k+1) adevarat, conform inductiei
matematice P(n) este adevarat pentru orice n € N* ... 3p
Avem k? < k*+k < (k+ 1) pentruVk e Nk > 1=k < /k(k+1)<k+1=
:[\/_}—ka‘ENk:>1 ........................................................................ 1p
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