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Clasa a XII-a

Problema 1. Se consideră funct, ia

f : (−1, 1) → R, f(x) =
1− [x]

x+ {x}+ 1

.
Demonstrat, i că funct, ia f admite primitive s, i determinat, i primitivele sale.
Notat, ie : [a] reprezintă partea ı̂ntreagă a numărului a s, i {a} reprezintă partea fract, ionară

a numărului a.

Problema 2. Pentru x, y ∈ (1, 2) fie x ∗ y =
3xy − 4x− 4y + 6

2xy − 3x− 3y + 5
.

a) Să se arate că x ∗ y are sens pentru orice x, y ∈ (1, 2) s, i că x ∗ y ∈ (1, 2) pentru orice
x, y ∈ (1, 2)

b) Să se determine valoarea numărului real a astfel ı̂ncât funct, ia f : (0.+∞) → (1, 2), f(x) =
x+ a

x+ 1
să fie bijectivă s, i să satisfacă condit, ia f(xy) = f(x) ∗ f(y) pentru orice x, y ∈

(0,+∞)

Problema 3. Determinat, i funct, ia f : (0,∞) → R , s,tiind că admite o primitivă F astfel

ı̂ncât x · f(x) + F (x) =
x+ 1

x · (1 + xex)
pentru orice x > 0

Gazeta matematică

Problema 4.
Fie (G, ·) un grup. Notăm cu Z(G) = {g ∈ G | gx = xg,∀x ∈ G} centrul grupului G.

a) Să se arate că (Z(G), ·) este subgrup al lui (G, ·)

b) Să se arate că dacă pentru un x ∈ G avem x12 ∈ Z(G) s, i x21 ∈ Z(G), atunci x3 ∈ Z(G)

c) Să se arate că dacă x2023 ∈ Z(G) s, i x2025 ∈ Z(G), pentru orice x ∈ G, atunci G, ·) este
un grup comutativ.

Timp de lucru 3 ore.
Toate problemele sunt notate de la 0 la 7 puncte.


