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Al 26-lea Concurs National de Matematica Aplicata ” Adolf Haimovici”
Etapa zonala, 10 februarie 2024

Clasa a XII-a - H1 - Tehnic
Solutii si bareme

Problema 1. Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie asociativa

rxy =axy — 120 — 12y 4+ 156 .
a) Sa se rezolve ecuatia x * r = 93
b) Si se calculeze valoarea v/2 * /3 * - - - % /2024
¢) Sa se determine numerele naturale m, pentru care m * m * m = m.

Solutie

b) xx12=12%x = z,Vx € R, demonstratie prin calcule ........... ... .. . ... ...

-~

V25 V3% %144 % /145 - - - % /2024 = (A% 12) « B=12% B = 12
N————— N _
A

s}

c) xxy=(v—12)(y —12) + 12
m*m = (m—12)* + 12

mxm*m = (m—12)% + 12

Problema 2. Sa se calculeze:

a) /(x2 +1)e " dz

sin x . COS ¥ T
b) 11:/,—dx$1[2:/,—dx, xG[O,—)
sinx — cosx sinx — cosx 4



Solutie

a) /(:U2—|—1)e”” dz = —(xz—l—l)ez—i—/Za:e”” AT = 1p
= —(2>+1)e™® — 2re™" + 2/6‘” do = 1p
= e (—x? =20 — 3) A O 1p

b) Il—Igz/wdxzfldx:x—i—C’ .......................................... 1p

sinz — cosx

. . !

sinz + cosx sinz — cos & .

L+ L= ——mdr = ( ) dz =In|sinz — cosz| + C
sinx — cosx sinx — cos

= In(cosx —sinx) + C, deoarece x € [O, %) ............................................. 2p
Deci I; = T ln(cos; — sinz) +Csily= In(cos z —2sin T) - +C 1p
Problema 3.
Pe multimea G = (2, +00) definim legea de compozitie ” *”
zry= /22 —4a? — 442 +20 Va,y€G
a) Sa se demonstreze cd x x y = /(22 — 4)(y2 — 4) + 4
b) Sa se rezolve in G ecuatia g * v % ... x 2, = /5
20241,—01%
c) Sa se demonstreze, ca functia f : (0,+00) — (2,+00), f(z) = Vx + 4 este izomorfism
intre grupurile (R%, -) si (G, *)
Solutie
a) xxy = \/x2y2—4x2—4y2+20: \/x2y2—4x2—4y2+16+4:
VR —4) — 42 —4) + 4= /(22 — 4)(y? — 4) + 4 sau
V@2 —4) (2 —4) +4=/o%y2 —4a? — 42 + 16+ 4 =
= /122 — 422 — 42 +20 = Tk Y, VT, Y € G oo 1p

b) Conform punctului a) avem g * x x x % ... x 1 = /(22 — 1)2024 + 4 = /5
2024—ori




(22— 1) 44 =5 adicd (22 — 1) =1 .. 1p

T2 — A =18a0 T2 — 4 = — 1 o 1p

x:\/SEG, x:—\/ggéG, x:i\/gng

......................................................................................... 1p
c¢) f este injectiva deoarece f(z) = f(y) = Ve +4=Vy+4d=>x=yVr,ye G ........... 1p

[ este surjevtiva deoarece Yy € G, 3x = y?> — 4 € (0, +00) astfel incat f(x) =y

deci f este Dijectiva. .. ... . 1p

} este morfism £(2) * £(5) = v/P@) — D) — D Td= vy Ta=f(z-y) ........ ip

Problema 4.
Construiti o piramida regulata de volum minim, circumscrisa unui cub de latura 1 metru (baza

piramidei este in planul determinat de o fata a cubului, iar varfurile cubului care nu sunt in acest

plan sunt situate pe muchiile piramidei, vezi figura alaturata). Ce lungime are inaltimea piramidei?

Solutie
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1
Conform notatiilor din figura avem O’ M’ = Y 00" =1, fie VO' = z.

1
oM VO 9 x x+1
= & = & 0OM = AP 2
OM VO~ OM z+1 20 P
1
Baza piramidei este EF = 20M = T , deci volumul piramidei se poate calcula prin formula
x
z+1\?
1) -
= 3 = 3 S TR et P



Pentru a obtine volumul minim determinam punctele de extrem ale functiei V' (z) .

(x+1)*- 322 —(x+ 1262 (z+1)2Br—2r—-2) (z+1)*(z—2)
Vi) = - GRStk B A Y 2

Din ecuatia V'(x) = 0 si conditia x > 0 fiind o distanta, obtinem x = 2 punct de extrem, iar pentru
x < 2, avem V'(z) < 0 si pentru > 2, avem V’'(z) > 0, deci x = 2 este punct de minim, deci

mnaltimea piramidei cu volum minim este 3....... ... .. 2p



