
Al 26-lea Concurs Nat, ional de Matematică Aplicată ”Adolf Haimovici”
Etapa zonală, 10 februarie 2024

Clasa a XII-a - H2 - S, tiint,e ale naturii
Solut, ii s, i bareme

Problema 1.

Pe mult, imea G = (2,+∞) se defines,te legea de compozit, ie x ∗ y =
√

x2y2 − 4x2 − 4y2 + 20.

a) Demonstrat, i că x ∗ y =
√

(x2 − 4)(y2 − 4) + 4, pentru orice x, y ∈ G.

b) S, tiind că (G, ∗) este grup, demonstrat, i că

f : (0,+∞) → (2,+∞), f(x) =
√
x+ 4

este izomorfism ı̂ntre grupurile (R∗
+, ·) s, i (G, ∗).

c) Rezolvat, i ı̂n G ecuat, ia x ∗ x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸
de 2024 ori

=
√
5.

Solut, ie

a) x∗y =
√

x2y2 − 4x2 − 4y2 + 20 =
√

x2y2 − 4x2 − 4y2 + 16 + 4 =
√
x2(y2 − 4)− 4(y2 − 4) + 4 =√

(x2 − 4)(y2 − 4) + 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) f injectivă, deoarece f(x) = f(y) ⇒
√
x+ 4 =

√
y + 4 ⇒ x = y,∀x, y ∈ G

f surjectivă, deoarece ∀y ∈ G,∃x ∈ (0,+∞), astfel ı̂ncât f(x) = y, x = y2 − 4 ∈ (0,+∞)

deci f bijectivă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

f(xy) =
√
xy + 4

f(x) ∗ f(y) =
√

(f 2(x)− 4)(f 2(y)− 4) + 4 =
√
xy + 4

f(xy) = f(x) ∗ f(y),∀x, y ∈ G ⇒ f morfism

f bijectivă s, i morfism ⇒ f izomorfism ı̂ntre grupurile (R∗
+, ·) s, i (G, ∗) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

c) Conform punctului a) s, i metodei induct, ia matematică avem

x ∗ x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸
de 2024 ori

=
√

(x2 − 4)2024 + 4 =
√
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

(x2 − 4)2024 + 4 = 5 adică (x2 − 4)2024 = 1

x2 − 4 = 1 sau x2 − 4 = −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

x =
√
5 ∈ G, x = −

√
5 /∈ G, x = ±

√
3 /∈ G
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x =
√
5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 2.

Se consideră funct, iile f1 : R → R, f1(x) =
arctg x

1 + x2
s, i f2 : R → R

f2(x) =
x4 · arctg x

1 + x2
.

a) Determinat, i primitiva F1 a funct, iei f1 pentru care F1(1) = 0.

b) Calculat, i:
∫
f2(x) dx.

Solut, ie

a) f1 : R → R este continuă pe R, f1 admite primitive.∫
f1(x)dx =

∫ arctg x

1 + x2
dx =

1

2
(arctg x)2 + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

F1(1) =
1

2
(arctg 1)2 + C =

1

2

(π
4

)2
+ C = 0 ⇒ C = −π2

32

F1 : R → R, F1(x) =
1

2
(arctg x)2 − π2

32
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b)
∫
f2(x) dx =

∫ x4 · arctg x
1 + x2

dx =
∫
x2arctg x dx−

∫
arctg x dx+

∫ arctg x

1 + x2
dx . . . . . . . . . . . . . 1p∫

x2arctg x dx =
∫ (x3

3

)′

arctg x dx =
x3

3
arctg x− 1

3

∫ x3

x2 + 1
dx =

=
x3

3
arctg x− 1

3

∫
x− x

x2 + 1
dx =

x3

3
arctg x− x2

6
+

1

6
ln(x2 + 1) + C1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p∫

arctg x dx =
∫
(x)′arctg x dx = xarctg x−

∫ x

1 + x2
dx = xarctg x− 1

2
ln(x2 + 1) + C2

I =

(
x3

3
− x

)
arctg x− x2

6
+

2

3
ln(x2 + 1) +

(arctg x)2

2
+ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3.

Se consideră mult, imea

G =

A(x) =

1− x 0 x

0 0 0

x 0 1− x

 , x ∈ R \
{
1

2

}
a) Demosntrat, i că A(x) · A(y) = A

(
1

2
− 2

(
1

2
− x

)(
1

2
− y

))
pentru oricare A(x), A(y) ∈ G.
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b) Arătat, i că (G, ·) este grup abelian.

c) Calculat, i An(x), n ∈ N∗.

Solut, ie

a) A(x) ·A(y) = A(x+ y− 2xy) = A

(
1

2
− 1

2
+ x+ y − 2xy

)
= A

(
1

2
− 1

2
+ x+ 2y

(
1

2
− x

))
=

A

(
1

2
−
(
1

2
− x

)
+ 2y

(
1

2
− x

))
= A

(
1

2
− 2

(
1

2
− x

)(
1

2
− y

))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) Dacă A(x), A(y) ∈ G, atunci A(x) · A(y) = A(x+ y − 2xy) ∈ G, x+ y − 2xy ̸= 1

2
. . . . . . . . 1p

Asociativitate: ı̂nmult, irea matricelor este asociativă.

Comutativitate: A(x) · A(y) = A(x+ y − 2xy) = A(y + x− 2yx) = A(y) · A(x) pentru oricare

A(x), A(y) ∈ G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Element neutru:

∃A(e) ∈ G : A(x) · A(e) = A(e) · A(x) = A(x),∀A(x) ∈ G

A(x) · A(e) = A(x) ⇔ e(1− 2x) = 0, x ̸= 1

2
⇔ e = 0, A(0) ∈ G

A(0) · A(x) = A(x) · A(0). Deci A(0) element neutru. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Fiecare element din G este simetrizabil:

∀A(x) ∈ G,∃A(x′) ∈ G : A(x) · A(x′) = A(x′) · A(x) = A(0)

x+ x′ − 2xx′ = 0 ⇒ x′ =
x

2x− 1
, x ̸= 1

2
,

x

2x− 1
̸= 1

2
⇒ A(x′) = A(

x

2x− 1
) ∈ G.

Privind cele de mai sus, (G, ·) este grup abelian. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

c) A2(x) = A

(
1

2
− 2

(
1

2
− x

)2
)

A3(x) = A

(
1

2
− 22

(
1

2
− x

)3
)

Se demonstrează prin induct, ie matematică: p(n) : An(x) = A

(
1

2
− 2n−1

(
1

2
− x

)n)
,∀n ∈ N∗

p(1) : A1(x) = A(x)

p(k) ⇒ p(k + 1)

p(k) : Ak(x) = A

(
1

2
− 2k−1

(
1

2
− x

)k
)
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p(k + 1) : Ak+1(x) = A

(
1

2
− 2k

(
1

2
− x

)k+1
)

Ak+1(x) = Ak(x) · A(x) = A

(
1

2
− 2k−1

(
1

2
− x

)k

+ x− 2 ·

(
1

2
− 2k−1

(
1

2
− x

)k
)

· x

)
=

= A

(
1

2
− 2k−1

(
1

2
− x

)k

+ 2k
(
1

2
− x

)k

· x

)
= A

(
1

2
− 2k

(
1

2
− x

)k

·
(
1

2
− x

))
=

= A

(
1

2
− 2k

(
1

2
− x

)k+1
)

⇒ p(k + 1) adevărat.

Folosind metoda induct, iei matematice, rezultă că

An(x) = A

(
1

2
− 2n−1

(
1

2
− x

)n)
,∀n ∈ N∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4.

Construit, i o piramidă regulată de volum minim, circumscrisă unui cub de latură 1 metru (baza

piramidei este ı̂n planul determinat de o fat, ă a cubului, iar vârfurile cubului care nu sunt ı̂n acest

plan sunt situate pe muchiile piramidei, vezi figura alăturată). Ce lungime are ı̂nălt, imea piramidei?

Solut, ie

Conform notat, iilor din figură avem O′M ′ =
1

2
, OO′ = 1, fie V O′ = x.

O′M ′

OM
=

V O′

V O
⇔

1

2
OM

=
x

x+ 1
⇔ OM =

x+ 1

2x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Baza piramidei este EF = 2OM =
x+ 1

x
, deci volumul piramidei se poate calcula prin formula

V (x) =
V O · AEFGH

3
=

(x+ 1) ·
(
x+ 1

x

)2

3
=

(x+ 1)3

3x2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Pentru a obt, ine volumul minim determinăm punctele de extrem ale funct, iei V (x) .

V ′(x) =
3(x+ 1)2 · 3x2 − (x+ 1)3 · 6x

9x2
=

(x+ 1)2(3x− 2x− 2)

3x
=

(x+ 1)2(x− 2)

3x
. . . . . . . . . . . . . . 2p

Din ecuat, ia V ′(x) = 0 s, i condit, ia x > 0 fiind o distant, ă, obt, inem x = 2 punct de extrem, iar pentru

x < 2, avem V ′(x) < 0 s, i pentru x > 2, avem V ′(x) > 0, deci x = 2 este punct de minim, deci

ı̂nălt, imea piramidei cu volum minim este 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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