OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA CLUJ -9.02.2024

Barem clasa a VIlI-a

Problema 1. (7 puncte)

Se considerda numerele reale x si y astfel incat y = x + 3 si x € [-5, —1]. Aratati ca
expresia E(x,y) = Jx2+y2 + 10x + 4y + 29 + \/x2 + y2 + 2x — 4y + 5 este constanti

Solutie:

E(x,y) =\/(x2 +10x+25)+(yz+4y+4)+\/(x2+2x+1)+(y2—4y+4) ....................................... 1p
EO,y) = (x4+5)24 (Y +2)2 /(X4 124 (¥ = 2) 2o 1p
Tnlocuind y = x + 3 = E(x,y) =\/(x+5)2+(x+5)2+\/(x+1)2+(x+1)2 .......................................... 1p
E(,y) =20 +5)2 + 20 + 1)2 = V2]x 4+ 5] + VZ2|X + Lo 1p
S X S 120 S X+ 5 <4 o X 5] = X S b 1p
S SXS 12 A4S X+ 1SS0 Xt 1] = =X = Lo 1p
E(x,9) = V2(X +5) 4 V2(—=X = 1) = 4V2 = CONSLurrrrriiiiiieeeeeeeeeee e 1p

Problema Il. (7 puncte)

Fie doud numere reale, pozitive, nenule si distincte a si b.

a) Demonstrati ca a + % > 2.
b) Daca ab = 3, demonstraticaa + b > 3.

Solutie:

—_1\2
a) %ZO,VaeRi .................................................................................................................................. 2p
b) Din punctul a) = a+§22§ib+%22

Prin adunarea lor obtinem inegalitatea a + b + i + % 2 1p

. . a’b+ab?+a+b . .-
Aducem la numitor comun si avem — 2 4. Numerele sunt nenule si pozitive,

deci putem inmulti inegalitatea cu ab si obtinem a?b + ab? + @+ b = 4AD.....ccocevioeeeeeeeeee s 2p
Prin gruparea termenilor, inegalitatea devine (a + b)(1 + ab) = 4ab. Din ipoteza ab = 3, deci

4(a+b) = 12,deunderezultd concluzia a + b = 3. ... 2p



Problema I11. (7 puncte)

Fie x,y € R astfel incat 5x2 + 2y% + 9 = 2(2xy + 2x + 3y).

Aratati ca 2x +y € [1,13].

Solutie:

Relatia datd se scrie (2 — ¥)% 4 (X — 2)2 4+ (F = 3)2 = Aottt 3p
Asadar, (2x — )2 <4, (X = 2)2 S 4,(F = 3)2 S e, 2p
deunde |[x —2| <2, x€[0, 4] , [y—=3|<2, y€[1, 5] si2x+y € [L,13] e 2p

Problema IV. (7 puncte)

Trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD,<A = 90° AC 1L BC,AD = DC = 6 c¢m se indoaie
dupa diagonala AC astfel incat planele (ADC) si (ABC) sa fie perpendiculare. Determinati sinusul
unghiului facut de dreapta DB cu planul (ABC).

SOIUtie: desen COTECT ...........oooiiiiiiii oo 1p
AD = DC = 6 cm => AC = 672 cm, <DAC = 45° => «CAB = 45°, <ACB = 90°

=> AABC dreptunghic isoscel => AC = BC = 6V2 => AB = 12 CMe...eveeeoerereeeeeeeeeseeeeeee s 2p
Fie DE L AC,(ADC) L (ABC),(ADC) n (ABC) = AC => DE L (ABC) =>
pT(ABC)(DB) == BE .................................................................................................................................................. 2p

DE = 3V2,EB = 3V10,DB = 63 oottt ettt ettt 2p

SI(BD, (ABC)) = Sin (ADBE) = 22 = 20ttt



