
Barem clasa a XI-a 

(OLM 2024-etapa locală) 
 Problema I. (7 puncte)    
Descompunând determinantul după linia întâi, avem 

∆𝑛= 7∆𝑛−1 − 4 ||

3 4 0
0 7 4
0 3 7

   
0 … 0
0. . .0
4 … 0… …

0 0 0   0 … . .0

|| ……………………………………………………………..........................................……………………….(1p) 

∆𝑛= 7∆𝑛−1 − 12∆𝑛−2, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥

3……………………………….......................................................................................…………………...………..(1p) 

Ecuația caracteristică atașată recurenței este 𝑟2 − 7𝑟 + 12 = 0 cu soluțiile  𝑟1 = 3 și 𝑟1 = 4………....................………..…(1p) 

Atunci ∆𝑛= 𝑐1𝑟1
𝑛 + 𝑐2𝑟2

𝑛 = 𝑐14𝑛 + 𝑐23𝑛, unde 𝑐1, 𝑐2se determină din condițiile inițiale………...……………………………..…….(1p) 

Pentru 𝑛 = 1 avem ∆1= 4𝑐1 + 3𝑐2 ⇒ 4𝑐1 + 3𝑐2 = 7……………………………….......................................................................(1p) 

Pentru 𝑛 = 2 avem ∆2= 16𝑐1 + 9𝑐2 ⇒ 16𝑐1 + 9𝑐2 = 37………………...................................................................……..…….(1p) 

Obținem 𝑐1 = 4 și 𝑐2 = −3, de unde ∆𝑛= 4𝑛+1 − 3𝑛+1…………………........................................................................……….(1p) 

Problema II. (7 puncte)   

Matricea A se scrie 𝐴 = 2𝐼3 + 𝐵, unde 𝐵 = (
1 1 1
0 0 0
0 0 0

)     ...............................................................................................(1p) 

Observăm că 𝐵𝑛 = 𝐵, ∀𝑛 ≥ 1........................................................................................................................................... (1p) 

Atunci 𝐴𝑛 = (𝐵 + 2𝐼3)𝑛 = 𝐵𝑛 + 𝐶𝑛
1𝐵𝑛−12𝐼3 + 𝐶𝑛

2𝐵𝑛−222𝐼3 + ⋯ + 2𝑛𝐼3=...................................................................(1p) 

=𝐵 + 2𝐶𝑛
1𝐵 + ⋯ + 𝐶𝑛

𝑛−12𝑛−1𝐵 + 2𝑛𝐼3 = (1 + 2𝐶𝑛
1 + ⋯ + 𝐶𝑛

𝑛−12𝑛−1)𝐵 + 2𝑛𝐼3 =......................................................(1p) 

= ((1 + 2)𝑛 − 2𝑛)𝐵 + 2𝑛𝐼3 = (3𝑛 − 2𝑛)𝐵 + 2𝑛𝐼3=(
3𝑛 3𝑛 − 2𝑛 3𝑛 − 2𝑛

0 2𝑛 0
0 0 2𝑛

)………………………………………(1p) 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 2𝑛+1 + 3𝑛…………………………………………………………………………………………………….(1p) 

lim
𝑛→∞

𝑡𝑟(𝐴𝑛)

𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
= lim

𝑛→∞

2𝑛+1+3𝑛

2𝑛+2+3𝑛+1 =
1

3
…………………………..……………………………………………………….…(1p) 

Problema III. (7 puncte)  

Din inegalitatea mediilor se obține 
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       ............................................(2p)  

De asemenea,  
3
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 


          N .........................................(2p)  

Așadar șirul este descrescător și mărginit inferior adică este un șir convergent..................................................(1p)  

Prin trecerea la limită în relația de recurență se obține lim 3n
n

x


 ……………………………………...………(2p) 

Problema IV. (7 puncte) 

Avem 
  2023 2022 20232024 2024

2026 20260 0

sin sin sinsin
lim lim
x x

x x x x x xx x

x x 

   
  ……..................................…….(2p) 

   2023 2022 2023 2 2023

3 2023 2023 2023 3 2 2023 30 0 0

sin sinsin sin sin sin sin sin
lim lim 1 2024 lim
x x x

x x x xx x x x x x x x x

x x x x x x x x x  

    
             

   
…...(2p) 



Notăm 
 
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sin
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x x
l

x


 .   Dacă facem substituţia 3x y , obţinem: 

 3 3

3 3 3 30 0 0 0

3 sin3 sin 3 3 3sin 4sin 4 sin 1 4
lim lim lim lim ,

27 27 27 27 9 27y y y y

y yy y y y y y
l l

y y y y   

  
        

de unde 
1

6
l  ,  prin urmare limita cerută este  

1 1012
2024 .

6 3
  ………………….….................................(3p) 

 


