OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024

Clasa a IX-a

af+as+..+a;  2k+1

aj+as+...+a, 3
pentru oricare k € {1,2,...,n}. Demonstrati cd a3+a3+...+a3 = (a;+as+...+a,)>.

1. Fie numerele reale strict pozitive aq, as, ..., a,, astfel incat ,

Romeo Ilie
2. Aratati ca:
11 ‘
(a) —+-2> , pentru oricare x,y > 0;
xr Yy T+ Y
b 2 b
(b) b _T_ c + P > " _f_ab—:_ ;c’ pentru oricare a, b, ¢ > 0.
Ovidiu Pop

3. Fie AB_C)D un para@gram si punctele M € (AB), N € (BC), P € (CD) astfel
incat AM = %B, BN = %B? si lﬁ = %lﬁ Aratati ca centrul de greutate al
triunghiului M N P se afla pe dreapta AC.

Gazeta Matematica

4. (a) Demonstrati identitatea: [z] + [z 4+ 3] = [2z], pentru oricare = € R.
(b) Rezolvati ecuatia: [z+1]+ [204 3]+ [4z+1] + [Bz+1]+..+[2'%2z+1] = 0.

([a] reprezinta partea intreaga a numarului real a)

Florin Carstea

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
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Brasov, 9 februarie 2024

Clasa a X-a

. Fie numirul real a = /3 - v3- /3. ... - 22023/5.

(a) Demonstrati ca [a] = 2, unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului a.

(b) Aflati cel mai mic numéar n € N*, pentru care a' - a?-a®-...- a™ € Q.
* % K

. Consideram numerele complexe zy, 29, 23, de modul egal cu 1, cu proprietatea ca
21+ 29+ 23 = 212923 = 1.
(a) Aratatica (1 — z1)(1 — 2z2)(1 — 2z3) = 0.

(b) Determinati tripletele (2, 22, z3) cu proprietatea din enunt,

* k%

. Fie f: N — N, definita prin f(n) = [ﬁ} 4 [n ; 1

5 } , pentru orice n € N.

(a) Aratati ca f nu este surjectiva.

(b) Determinati m € N pentru care ecuatia f(z) = m are solutie unica.

([x] reprezinta partea intreagd a numarului real x)

Gazeta Matematica
. Fie f:]0,00) — [0,00) o functie surjectiva cu proprietatea
flx+y) > f(x) +y, pentru oricare z,y > 0.

Demonstrati ca:

(a) f este inversabila,

(b) f~Hx +y) < f~Yx) + vy, pentru oricare z,y > 0, unde f~1 :[0,00) — [0, 00)
este inversa functiei f.

Romeo Ilie



Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
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Clasa a XI-a

1. Fie matricea A € My(C) cu proprietatile: det(A) = 0 i det(A+1y) = 1. Demonstrat;:

(a) A2 = 02.
(b) det(A + kl3) este patrat perfect, pentru oricare k € Z..

Ovidiu Pop

2. Fie A =

— o O

10
0 1] si X € M3(Z) astfel incat X20% = A.
0 0

(a) Demonstrati ca AX = X A.

(b) Determinati matricea X.

Gazeta Matematica, enunt modificat

l—sinx 1
3. (a) Demonstrati ca lim ———— = .
z—% COS*T 2

(b) Fie sirul de numere reale (z,),>1, definit prin

1 —sinz)(l —sin®z)(1 —sin®z) - ...+ (1 — sin”
o — lim( sinx)(1 — sin® z)( : sin® x) (1 —sin x)7 01,
=7 cos" T
Demonstrati ca sirul (z,),>1 este divergent.
* % *

4. Fie (ap)p>1 un sir de numere reale strict pozitive, cu proprietatea a,y3 = 27,
pentrun € N*. Fie f : R - R, f(z) = 27". Presupunem cunoscut faptul ca ecuatia
(f o f)(x) = x admite o solutie unica zo € (0,1). Demonstrati ca sirul (a,),>1 este
convergent.

Romeo Ilie

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.
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Clasa a XII-a

b
1. Fie a,b € R gi multimea G =R\ {_Z} Definim pe R operatia ”x” prin

1—0b
x*y:a(x2+y2)—|—4:Uy+(b2—6):v+by—|—T, x,y € R.

a) Determinati a,b € R, astfel incat restrictia operatiei ”x” la multimea G sa
Y Y peray !
determine pe GG o structura de grup abelian.

(b) Calculati g xz x...xz, v € G, n € N* in ipoteza ca (G, *) este grup abelian.
(AR

de n ori

Ioana Masca

2. Fie (G, ) un grup finit, card(G) = n € N, n > 3. Aratati ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
(a) (
(b) a" byl =(z-y) L, Vao,y e G.
(c) a"2-y" 2 =(y-a)" % Va,y €G.

G, ) este grup comutativ.

Ovidiu Pop
3. Fie f : (0,00) — R o functie continua si F' : (0,00) — R o primitiva a lui f cu

proprietatea ca F(x) + x - f(x)-Inxz > 0, Vo > 0. Demonstrati ca orice primitiva a
functiei I’ este monotona.

Romeo Ilie
1 .
4. Calculati / M dz.
> 1+ 221
0

Gazeta Matematica

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



