OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a IX-a

ai+as+..+a; 2k+1

a+as+...+ar 3
pentru oricare k € {1,2,....,n}. Demonstrati ca a3+a3+...+a> = (a;+as+...+a,)>.

1. Fie numerele reale strict pozitive aq, ao, ..., a,, astfel incat

)

Romeo Ilie
Solutie.
Demonstram prin metoda inductiei ca a; =4, pentrut=1,...,n........ 2 puncte
2
a
Pentru k=1, avem = =1,deunde a; = 1...................... .. 1 punct

a1
Dacan > 1, fie k € {1,...,n — 1}. Presupunem ca a; = i, pentru ¢ € {1,...,k} si

demonstram ca agyi1 =k + 1., 1 punct
. . 9 9 9 9 2k +3 .
Din relatia ay + a3 + ... + aj, + ap ., = T(al + as + ... + ap + ag41) obtinem
kE(k+1)(2k+1 2k+3 (k(k+1
(kt+ D2k+1) aiH: i (k+1) 27 N 1 punct
6 3 2
2k + 3 k(k+1
Rezulta aiﬂ - T+ak+1 - % =0, de unde apy1 =k + 1 sau ax 1 = —k/3.
Cum agyq > 0, deducem agy =k 4+ 1. 0o 1 punct
Am demonstrat prin inductie ca a; = i, pentru i € {1,...,n}.
3, 3 5 nP(n+1)° 2
Atunci af + a3+ ... +a, = — = (ay+ag+...+ap) oo 1 punct

2. Aratati ca:

1
(a) —+ ; > , pentru oricare x,y > 0;

T r+y
L b S 2(a +b)

, pentru oricare a, b, c > 0.
b+c c+a a+b+2c PENIL OHeare 4,9, ¢

(b)

Ovidiu Pop
Solutie.
: : . xHty 2 :
(a) Inegalitatea este echivalenta cu > 5 T pentru oricare x,y > 0, cunos-
z oy
cuta ca inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica..... 3 puncte

Observatie. Se acorda 3 puncte pentru demonstrarea directa a inegalitatii,
fara referire la inegalitatea mediilor.
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(b) Metoda 1.

Notamx =a+c¢, y=b+csiz=a+b+c. Avem z,y,z>0..... 2 puncte
. x4z -2
Inegalitatea (b) devine AL (@ + y)’
T T4y
. o 1 4 PV . s
ecivalenta cu z | — 4+ — — > 0, satisfacuta conform inegalitatii (a).

T Yy xT+y
P 2 puncte
Metoda 2.

Inegalitatea (b) este echivalenta cu
b b b
a  a+ n o a+t >0
b+c a+b+2c c+a a+b+2c
..................................................................... 1 punct
Efectuand calculele, obtinem inegalitatile echivalente

(a—bla+b+c) (b—a)la+b+c)

(b+c)a+b+2c¢) (a+c)a+b+2c) —
si

(a—b)*(a+b+c)
(b+c)(c+a)a+b+2c) —
. Astfel, inegalitatea (b) este demonstrata ...................... ... 3 puncte

3. Fie AEQD un paral_elggram si punctele M € (AB), N € (BC), P € (CD) astfel
incat AM = %1@, BN = %B? si lﬁ = %58 Aratati ca centrul de greutate al
triunghiului M N P se afla pe dreapta AC.

Gazeta Matematica

Solutie. Fie ACN BD = {O}. Avem
oM = 104+ 0B,
1

0P = 20D+ 0.

Notam cu G este centrul de greutate al triunghiului M N P. Atunci
l/f=— —
0G = 5(OM+ON+@>

P 2 puncte
Obginemﬁz%(%@+§@+%(ﬁ+%@+§@+é@) :%(—g(ﬁw

+ %@ + %O@ + %O? — %O? + %O?) = %O?, deci GeOC ......... 2 puncte
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4. (a)
(b)

Demonstrati identitatea: [z] + [z 4+ 3] = [2], pentru oricare = € R.

Rezolvati ecuatia: [z+ 1]+ [20+ 5]+ [4z+3] + [Bz+3] +...+ [2'%2+1] = 0.

([a] reprezinta partea intreaga a numarului real a)

Florin Carstea

Solutie.

(a)

Fie z € R. Notam [z] = k € Z. Avem z € [k, k + 1).

Cazul 1. = € [k:,k—l—%). Atuncix+% € [k+%,k:+1) si 2x € [2k,2k + 1).
Rezultd [z] 4+ [z + §] = k 4+ k = 2k = [24].

Cazul 2. v € [k+ 1, k+1). Deciz+13 € [k+1,k+3) si2z € 2k+1,2k+2).
Rezultd [z]+ [z + 3] =k+ (k+1)=2k+1=[22]. .............. 2 puncte

Aplicand identitatea (a), deducem ca ecuatia este echivalenta cu:
([22] = [2]) + ([42] = [22])4) + ... + ([2""2] — [2%2]) = 0.

Dupa reducerea termenilor, ecuatia devine [219%z] = [z] ......... .. 2 puncte
Atunci [2'%2 — z| < 1, de unde deducem x € (—1,1)............... 1 punct
iz e (—1,0).
Avem: [2'%z] =[z] & 20z] = -1 -1 <2 <0 & —55; <2 <0,
Obtinem multimea de solutii: S = | — 71, O).
i, 2 e0,1).

Avem: [2'%z] =[z] & 22] =0 0< 2 <1 & 0 < 2 < 57

Obtinem multimea de solutii: S, = |0, 21%)

Multimea solutiilor ecuatiei date: § = 8§ U Sy = [ — 21%, 21%) ......2 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a X-a

1. Fie numsrul real a = /3 - /3 -3 - ... 7"V3.

(a) Demonstrati ca [a] = 2, unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului a.

(b) Aflati cel mai mic numar n € N*, pentru care a' - a?-a®-...- a" € Q.
——_—
Solutie.
(a) Demonstram 2 < a < 3. Astfel, avem:
a=32titettmt S 35+ =38 = 27E S 165 =2 . 2 puncte
B e Rt o S § B e
a=232"1"8 22021 = 37 2 S T 2 puncte
n(n+1) (22024 _1)p(n41)
() i =a*-a*-a®-...-a"=a 2 =3 B ... 1 punct
22024 _ \p(n 4+ 1
r,€Q & ( 220)25( ) € N* & 2% divide n(n +1)...... 1 punct
Cum n i n+ 1 sunt numere prime intre ele, rezulta ca 22°?°|n sau 22°%°|(n+1).
Valoarea minima a lui n pentru care z,, € Q este 2202 —1 ........ ... 1 punct

2. Consideram numerele complexe 21, 29, 23, de modul egal cu 1, cu proprietatea ca

21+ 29 + 23 — Z1R9%3 — 1.

(a) Aratatica (1 — z1)(1 — 2z2)(1 — 2z3) = 0.

(b) Determinati tripletele (2, 22, z3) cu proprietatea din enunt,.

* % %
Solutie.
(a) Din ipoteza, rezulta |z1| = |z2| = |z3| = 1. .o 1 punct
Si(1—21)(1—29)(1 —23) =0 <= 21290+ 2023+ 2321 =1. ......... 1 punct
2120 + 2923 + 2321 1 1 1 -
Dar z129 + 2023 + 2321 = =—4+—4+—=n+2n+zn=1
217223 21 Z9 z3
Identitatea (a) este demonstrata. ... 2 puncte



(b) Din (a) rezulta ca cel putin un numar este egal cu 1. ............... 1 punct
Obtinem {21, 29,23} = {1,4, =i} . ..o 2 puncte

1
3. Fie f : N — N, definita prin f(n) = [E} + {n—;—

5 ] , pentru orice n € N,

(a) Aratati ca f nu este surjectiva.

(b) Determinati m € N pentru care ecuatia f(x) = m are solutie unica.

([x] reprezinta partea intreagd a numarului real x)

Gazeta Matematica

Solutie.

(a) f este CTesCAtOAre ...........c.iuiniiii e, 1 punct
FB) =181 f(4) =3 oo 1 punct
Cum f este crescatoare, 2 ¢ Im(f), deci f nu este surjectiva......... 1 punct

(b) Orice n € N poate fi scris in forma n = 10k +r, unde n,k € N, cu 0 < r < 9.

1 1
FO10k +7) = [5k+£} + [2k+%] — Tk + [g} + [T"g ] ... 2 puncte
R r r+1 o :
Calculand b} + pentru fiecare r € {0,1,...,9}, se obtin, in ordine,
rezultatele {0,0,1,1,3,3,4,4,5,6} ....cooviiiiiii 1 punct
Deducem ca ecuatia f(z) = m are solutie unica daca gi numai daca:
me{Tk+5 ke N}U{Tk+6| ke N} ... 1 punct

4. Fie f:]0,00) — [0,00) o functie surjectiva cu proprietatea
flz+vy) > f(z) + vy, pentru oricare z,y > 0.
Demonstrati ca:

(a) f este inversabila;

(b) f~Hz +y) < f~Y(x) +y, pentru oricare z,y > 0, unde f~! :[0,00) — [0, 00)
este inversa functiei f.

Romeo Ilie
Solutie.
(a) Pentru orice y > 0, folosind ipoteza, avem
flx+y) > flx)+y> f(z), Vo >0
Deducem ca f este strict crescatoare, deci injectiva................ 2 puncte
In concluzie f este bijectiva, deci inversabila....................... 1 punct
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(b) f strict cresciatoare implica f~1 strict crescdtoare. .................. 1 punct
Fie x,y > 0. Folosind ipoteza, avem:

FU @) +y) = (@) +y=2+y.

................................................................... 2 puncte
Cum f(f'(z)+y)>ax+ysi f! crescidtoare avem:

A @) +y) > e +y),
de unde rezulta fH(z +y) < fH @)ty o 1 punct



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a XI-a

1. Fie matricea A € My(C) cu proprietatile: det(A) = 0 i det(A+1y) = 1. Demonstrat;:

(a) A2 = 02.
(b) det(A + kl,) este patrat perfect, pentru oricare k € Z.

Ovidiu Pop

Solutie.
(a) Fie A = (CCL Z) Conform ipotezei, ad —bc = 0 si (a +1)(d + 1) — bc = 1.
Rezulta tr(A) =a+d=0 ... 2 puncte
Cum A? —tr(A)- A+det(A)- [, =0, avem A2=0y ............. 2 puncte

(b) det(A + k) = det(A) + k - tr(A) + k? = k? - patrat perfect........ 3 puncte

)
010
2. Fie A= [0 0 1] gi X € M3(Z) astfel incat X20% = A.
1 00
(a) Demonstrati ca AX = X A.

(b) Determinati matricea X.

Gazeta Matematica, enunt modificat

Solutie.

(@) AX = X202 = XA 2 puncte
a b c

(b) Din relatia AX = XA, rezulta X = ¢ a b|,a,b,c€Z......... 1 punct
b ¢ a

Din X2 = A = det(X?"?3) = det(A) = a®> + b + ¢ — 3abc =1 ... 1 punct
Deci, (a+b+c)[(a—b*+(b—c)*+(c—a)?|=2.....c.ccoviiin 1 punct
Cum a,b,c € Z, si (a —b)* + (b —¢)* + (¢ — a)* > 0, sunt posibile cazurile:

: {a—i—b—i—c:Q
i.

. Sistem fara solutii in Z ...1 punct
(@=b2+ (b= +(c—a)?= : P
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9

{a+b+c:1
(a=b)2+(b—-c)P+(c—a)P?=2

cu solutiile Intregi (a, b, c¢) € {(1;0;0), (0;1;0), (0;0;1)}.
) 1 00 010 0 0 1
Inconsecin‘gé,Xe{ O1 0},{0 O 1),|1T 0O }
0 0 1 100 010
010
Ecuatia X?2923 = A este verificatd doarde X = [0 0 1] =A .... 1 punct
1 00
1 —si 1
3. (a) Demonstrati ca lim $ =—.
z—% COS*T 2
(b) Fie sirul de numere reale (z,),>1, definit prin
= lim (1 —sin)(1 —sin*z)(1 ; sin®z) - ... (1 — sin” .:1:)7 01,
z—Z cos*"™ x
Demonstrati ca sirul (z,,),>1 este divergent.
* K %
Solutie.
l—sinz 1
I ————— = . 3 cte
(a) xg% cos? x 2 pun
o k=l
. i " sink i (1 —sinx) i:ZO sin’ x ﬁ P \ t
Tp,=lim || ———— = lim =]||==="...3 puncte
S cos? T cos? x S22 p
lim 274 — oo implica lim x,, = oo, deci (z,),>1 este divergent..... 1 punct
n—oo ITp n—o00 -
4. Fie (an)n>1 un sir de numere reale strict pozitive, cu proprietatea a,.; = 27",

pentrun € N*. Fie f : R - R, f(x) = 27*. Presupunem cunoscut faptul ca ecuatia
(f o f)(x) = x admite o solutie unica = € (0,1). Demonstrati ca sirul (a,),>1 este
convergent.

Romeo Ilie
Solutie.
Prin inductie, se demonstreaza a, € (0,1), Vn>2...................... 1 punct
Avem a,,1 = f(a,), n € N*. Rezulta an0 = (f o f)(a,), n € N* ........ 1 punct
Functia f este strict descrescatoare. Rezulta ca functia fo f : R — R este strict
CTESCALOATE .« o ettt et ettt e e e et e e 1 punct



Deducem ca subsirurile (as,)n>1 §i (a2n-1)n>1 sunt monotone, cu tipul de mono-
tonie indicat de ordinea primilor doi termeni ai fiecarui subsir (demonstratie prin
inductie) si marginite, deci convergente................ ... .ol 2 puncte

Fie £ = lim ag, € [0,1]. Trecand la limita in relatia agy,po = (f o f)(ag,) =272 ™"
n—oo
obtinem /¢ = 2727 = (f o f)(¢). Conform enuntului, ¢ = z¢, deci lim ag, = .
n—oo
Analog demonstram lim as,_1 = xo. Rezulta ca girul (a,),>1 este convergent, cu
n—oo -
HIMITA g« oo 2 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a XII-a

b
1. Fie a,b € R si multimea G =R\ {_Z} Definim pe R operatia ”%” prin

1—-0b
x*y:a(x2+y2)+4:Uy+(b2—6):c+by+T, x,y € R.

(a) Determinati a,b € R, astfel incat restrictia operatiei "x” la multimea G sa
determine pe G o structura de grup abelian.

(b) Calculati g xx x...xz, x € G, n € N*, in ipoteza ca (G, *) este grup abelian.
AR

de n ori

Ioana Masca

Solutie.

(a) Conditia zxy = y*x, Va,y € G este echivalentd cu b*> — 6 = b, de unde
obtinem b€ {—2,3}. ... 1 punct
Pentru e € GG, conditia x xe =2, Vo € G implicaa=0............. 1 punct

i. Pentrua=0g¢i b= -2, avem:

ii.

TxY = 4xy—2x—2y+%, TxY = 4(x—%) (y—%) —I—%, Ve,ye G = R\{%}
Deoarece (33 — %) (y — %) #0,Va,y# %, multimea G = R\ {%} este parte
stabila a lui R 1n raport cu ”%”. Se verifica elementar ca operatia ”*" este
asociativa, admite elementul neutru e = % € G si orice element z € G este

simetrizabil, cu simetricul 2’ = % + 6( L ) eG.................2 puncte
16(z—5

1
2

Pentru a = 0 si b = 3, avem:
vy = doy+ 3043y~ 1= 4o+ 3) (5 + ) - ¥, Yoy € G =R\ {3,

Operatia astfel definita nu este asociativa.................... ... 1 punct
(b) (G, *) este grup abelian pentru a = 0 §i b = —2. Se demonstreaza prin inductie
dupa n € N* relatia g xx % ... x & = 4”*1(x — %)n + %, VreG. ....2 puncte

de n ori

2. Fie (G,) un grup finit, card(G) = n € N, n > 3. Aratati ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(a) (G,-) este grup comutativ.
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(b> an yn—l = (:C ’ y)n—l’ Va,y € G.
(C) " yn—2 = (y ’ m)n—27 vxay €aq.

Ovidiu Pop
Solutie. Evident, (a) = (b) si (&) = (¢) «.evvriiiii 1 punct
Au loc relatiile:
card(G)=n = a"=¢,Va€G = a"'=a, VaeG............... 1 punct
a2 =a"2 VacG unde a2 = (a) ... 1 punct
(ab) P =b7la ™, Va, b€ G ..o 1 punct
(b) = (a).
Fie z,y € G. Avem
—1\—1 —1\—1 —_1\n—1 —1\n—1 (b) —1 —1\n—1
wy=(a7) () =@ ) =) =
1 1yl AT R
=@y =) () =
P 2 puncte
(c) = (a).
Fie z,y € G. Avem
-1,-1, -1, - -2 - n—2, n—2 (©) n— —
x1x1y1y1:x2y2:x 2y 2:(y3:) 22(@/1’)2:
12 1 —1\2 11—
= ((y2)™)? = (a7 'y ™) = aly ey
Din relatia de mai sus, obtinem (dupa simplificari): 7'y~ = y~12~!, de unde, prin
inversare, deducem yx = Ty. ..., 1 punct

. Fie f : (0,00) — R o functie continua gi F' : (0,00) — R o primitiva a lui f cu
proprietatea ca F(x) + x - f(x)-lnxz > 0, Vo > 0. Demonstrati ca orice primitiva a
functiei F' este monotona.

Romeo Ilie
Solutie.
Definim functia ¢ : (0,00) = R, g(x) = F(z)Inz, V2 > 0.

F F 1
g (z) = (F(z) ln:v)/ = f(z)Inz + (z) = (z) +of(z)Inz >0, Vx> 0.
T x

Rezulta ca functia g este monoton crescatoare pe (0,00) ............ ... 2 puncte
G(1) = 0 1 punct
z€(0,1)=g(z)<0=Fla)he<0=F(z)>0 .............oooin . 1 punct
re€(l,o0) = g(x) >0= Fx)lne>0= F(z) >0 ................. ... 1 punct
Prin continuitate, rezulta F'(1) > 0. Astfel, F(z) >0, Vo >0............ 1 punct
Atunci, orice primitiva a functiei F' este monoton crescatoare............. 1 punct
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1

4. Calculati / M
1 + 6290—1
0
Gazeta Matematica

Solutie.

1
Notam I — / sinme) g,

1 + 621‘—1

0
Cu schimbarea de variabila y = 1 — x, obtinem:

0 _: 1 2y—1 .2
sin(m — 7y) , eV~ sin(my)
[= [ BT g gy = [ ST g
/1 Trora LW /0 e R

e 3 puncte
Rezulta:

1
. 1 22—1 1
1 2
2[:/ Sln(ﬂ-‘r) dx—i—/ Lm(ﬂ-x)dx:/ Sjn(ﬂx)dx:——COS(Tf.’L')’(l):_-
0 0 T
0

14 2ot el 1 7T
S 3 puncte
1
ACUNCT T = — 1 punct
T
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