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Barem de corectare si notare:

1) a) Fie sirul (a,)ns1,a, = 4n — 1. Ardtati ca 20233 este termen al sirului dat.

4n-1=2023° => 4n = 2023° +1 = (2023+1)(2023” ~ 2023+1).......0eceuuennnnn, 1p
024K = Myeeoooooeseeeeeeeeseeoeoeeeeeeeeeeeeeee e eeessssseeee et eeseeseeeeeeee 1p

b) Tntr-o progresie geometrica se cunosc:

a1+a2+a3+ +a2024—2 Sl _+ + + 1
az A2024
Sa se calculeze produsul P = a; - a, * ....." Qy024-

202 q2024_1
a,(1+q+-+qg?°3)=2>aqa,- p— = s 1p
a, (1 + q ot q2023) =1= a; (q—1)-q2023 Lo, 1p
A2 G223 = 2o 1p

2023-2024
P = q202% . qlt2+ 4272023 = 2024 . e, 1p
P00 e ettt ettt et e e 1p

2) Un muncitor si-a propus sa realizeze 47 de piese in 4 zile. El doreste sa realizeze in
fiecare zi mai multe piese decat in ziua precedent si numarul pieselor realizate in a
patra zi sa fie de doua ori mai mare decat numarul pieselor realizate in prima zi.

a) Poate realiza 7 piese in prima zi ?
b) Cate piese ar trebui sa realizeze in fiecare zi ? Aflati toate solutiile posibile.

a. Daca ar realiza n prima zi 7 piese, numarul maxim este:

7+12+13 +14 = 46 <47, deci nu poate realiza 7 piese in prima zi............... 2p
b. Daca ar realiza in prima zi 9 piese (sau mai multe), numarul mimin este
9 +10 +11+18 = 48 > AT, it e 1p
Muncitorul trebuie sa realizeze 8 piese in prima zi si 16 in ultima...................... 1p
Pentru celelelte doua zile raman 23 de PIESE.......cooveieeiiiiiiieeee e 1p

Solutiile sunt 8,9,14,16 sau 8,10,13,16 sau 8,11,12,16......ccccccceevrrereeerirnereennnne, 2p
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3) Sa se arate ca punctele H, A, I sunt coliniare daca si numai daca exista trei numere

m, o, v — cel putin unul nenul astfel incat m - PH +o . PA +v-Pl= 6, unde P este
un punct in plan.

Punctele H, A, I sunt coliniare & 3 k € R* astfel incat HA=k-HI ... 1p

HA=k-Hl © PA—PH =k (P = PH) .ccooommerrreecrrresrereeeesssssesseeennnnnns 2p
PA-PH=k-Pi—k-PH=oPA—PH—k-Pl+k-PH=0=PHk-1)+
PA =K PI =0 oo 2p
ludimm=k—-1l,0=1siv=—-k=>m-PH+0-PA+v-PI=0.... 2p

4) Fie paralelogramul ABCD si punctele M € AB,N € BC,P € CD, Q € AD astfel
AM _ BN _ CP _ DQ

incdt — = — = — = — = qa. Aratati ca MNPQ este paralelogram.
MB NC PD QA

ABCD paralelogram & AD | BC, AD =BC @ AD =BC &1y -7, =T, — 75

S T  FTL S TB FTD et ettt ettt ettt eetenn 2p
AM T4ataTg BN .
— = g deducem relatia vectoriald 7;;, = =——=2, — = a deducem relatia
MB 1+a ' NC g
- rg+arc CP o rotarp
vectoriald 7y = =—=, — = a deducem relatia vectoriald 7p = ~——2=2,
1+a ' PD 1+a
DQ . . 1w TptaTy
— = a deducem relatia vectoriald 7, = Z—= ..., 2p
QA 1+a
_ TataTg+rctatpy _ Ta+rc+a(rg+rp)
TM + rp = T T T titssesssssessesiresacsnnsrsssnesseniresaassarree 1p
1+a 1+a
— | = _ TptaTct+iptaTy _ Tg+ip+ta (T4+7¢) _ T4+Tc+a (Tg+Tp)
n + TQ = = e T T T T T 1p
1+a 1+a 1+a

Rezultd Ty, +7p =Ty + 7 = MNPQ paralelogram ..........ccccecvuccuvcuncuncnne. 1p
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Subiectul |

V2024++/2023 = +/2024—+/2023

8) Aritati cd numerele @ = log\/— \/_+\/_ +log: 5+2\/— sib= V2024-+2023 + V2024++/2023 sunt
naturale.
b) Determinati numarul real m asfel incat numarul z = 22_+T:l_il, sa fie real.
Solutie:
a) a=log Sy \/_+log15 2\/_ 21093\/_ 5 —log;——= 5+2\/_ ............................................ 1p
81  5+2V6
l0g35+2\/_ . T 3 E N e 1p
b = (V2024 + V2023)" + (VZ02& = VZ0Z3)  eooovooeoeeseseeseeesoeseeseessoessessoe 1p
= 2024 4+ 2-v2024 -v2023 + 2023 + 2024 — 2-v2024 - V2023 + 2023 = 2-2024 + 2-2023 €
T TP UP P OPPRTPPRTTPION 1p
0) I A B N R OSSR 1p

24mi _ 2-mi

2-m—i  2-m+i

Subiectul 11

Determinati numarul real x astfel incat expresia E(x) = logs_,,(x? — 3x + 2) sa fie bine definita.

Solutie:

x2—=3x+2>0
D 20 > 0 e e e
5—-2x+1
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Subiectul 111

Se considera ecuatia z> — 2z + 2 = 0, cu solutiile complexe z si z,.

a) Rezolvati ecuatia in multimea numerelor complexe.
b) Calculati z{° + z3°.

¢) Demonstrati ci z29%* si z2°2* sunt numere reale.

Solutie:
a) A= —4
T N i AT PRRTPR 2p
b) x1%+x =1+ + 1= =[1+D°+[(1-1D?)° = (2D)° + (=2i)°> = 0.......... 3p
C) ZZOZ4 [(1 + l) ]1012 (21)1012 — 21012 € R.
72024 = [(1 = i)?]1012 = (=2i)1012 = 21012 € R....ooiioecececeeeeee e 2p

Subiectul 1V

1
33

1 1
Aratati ca 43 - 432 43 43 < 2,V n € N,

Solutie

1 1 1 1 1 1 1 1

43 437 433 45T = 43T52TTT T TTEE e 2p
1_1—@)11

A ITE oo oo e e e s se e 2p
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1a) DEGr =y =x% —4X+2 i, Ip
Elementele multimii M sunt punctele de intersectie ale dreptei AB cu Gy.

x y 1
Ecuatia dreptei AB:|—1 1 1| =0 ¢ x +y = 0, iar coordonatele lui D sunt solutiile sistemului:

3 -3 1
{ x+y=0 5
y — x2 _ 4x + 2 ------------------------------------------------------------------ p
Gasim M={D1(2,—=2); D3(1,=1)}; oo Ip
b) Avem Apppc = % |Al

x x?—4x+2 1
unde A= |3 -3 1 =x?2—6x+11=(x—3)24+2>0 .coooeiriiiiiinnnn.n, 2p
4 . -1 1
Deci Axpgc = > (x —3)2 + 1 > 1 cu valoarea minima egala cu 1 obtinutd pentru x=3, de unde D(3,
S ) TP T PP PP PR PP 1p
1
fzx 3% \* . /zx 3% 1
2. 1i < i ) =e ,undeu=11m< ! —1)— ..................................... 2p
x—0 x—0
1 2%43%-2 R ta

- 1In2+In3  Iné6

u=lim ——=lim - ———* =5n ;—n = =InV6..eeien 4p
x—0 x< 2 -;-3 +1> x—0 2 ;—3 +1

3. a) Pentru fiecare cerinta corect rezolvata cite uUn PUNCt ........cccooiiiiiiiiiiinienieeeee 2p
D) €COS X = -1 V X € R it 1p
(000) 4 1o L /4 1= TP P P PPT PSP PP 1p
c) Pentru orice a corect identificat (de exemplu Tt ) .o 1p
Folosind corect punctul b, se deduce ca limita ceruta este +00 .........ccceoeeriiiiieniieniiennenn 2p

4. a) Se verifica daca punctele A, B si C sunt coliniare.

1 3 1
L 9 | S 0t 3p
1/3 5 1

In concluzie, porumbelul, in zborul siu, intalneste stalpul de iluminat public..................... 1p
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x y 1
b)AB[1 3 1[=0S3x+ Y —6=10, i 3p
-1 9 1

Nota: Orice rezolvare corectad, diferita de cea din barem, se noteaza cu 7p.
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1. Se considerd matricea A= G= {A, A?, |3}§i multimea G = {A”, ne N*}.

o O
= O O
o O -

a) (3p) Calculati A™*.
b) (4p) Aratati ca (G,) este grup abelian.

Barem de corectare si notare

010
a) A2 — 0 0 1 ,AS — |3 = A2024 — A2 ........................ 3p
100, 1p
....................... 3p

b) G=1{A AZ 1]

Tabla legii si scrierea proprietatilor grupului

2. Pe R definim legea de compozitie ,, * ” data prin

xxy=3x3-y3—x3—y3+2 (WM)x.y €R

a) (2p) Determinati suma cuburilor radacinilor ecuatiei
1*5*—*---*—=x5—3x3+2x—|—1

b) (3p) Si se demonstreze ci functia f: ( R,*) = (R,.) dati prin
flx) = Vx3 — 1 realizeaza izomorfism de grupuri

¢) (2p) Calculati V23 + 1% V33 + 1 %% 20243 + 1

Barem de corectare si notare
a) Legea data se rescrie astfel X * y = i/(x3 — 1)(y3 — 1) + 1 si obtinem

1 1 1
1 k=% =% 0o % =
2 22024

1p

1p
Ecuatia devine x> — 3x3 4 2x = 0 cu solutiile
X € {0, —1,1,—/2, \/E} respectiv suma cuburilor radacinilor este 0

b)
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flaxy)=Gxy)P-1= i](i/(ﬁ DG -D+1) —1=
=Y -DOP-D+1-1=Y&-D- YOG’ -D=f®) )

deci f realizeaza morfism de grupuri

Pentru demonstrarea injectivitatii presupunem f (x;) = f(x) de unde

v (xf —1) =3 (xg — 1) . Dupi calcule obtinem x; = x,

Pentru demonstrarea surjectivitatii fie f (Xx) = y de unde x = Y y3 + 1 si tinem cont

de faptul ca x este real deci se obtine y real, asadar imaginea functiei coincide cu
codomeniul functiei

c) Dinb)avem f(3/23 + 1+ 3/33 + 1 %% 320243 + 1) =
= (V22 +1)-F(V33+1)- - F (V20243 + 1) = 2-3- - 2024 = 2024

Pe baza bijectivitatii obtinem [~ (x) = Vx3 4+ 1 de unde

V23 +1%333 4+ 1x% /20243 + 1 = f71(2024)) = /(202403 + 1

MINISTERUL EDUCATIEI

1p

1p

1p

1p

3. Pentru optimizarea analizorului de gaze care masoara cantitatea x de emisii ale motorului

autovehiculelor rutiere , s-a stabilit relatia matematica data de functia f: [0; +0) —

care admite o primitiva F cu proprietatea ca

*Fx)=f(x), Mx=0si f(0) =e.
a) (3p) Aratatici f(x) = [1e)-f()

eX

b) (4p) Sa se determine functia f(x) pentru a putea calibra analizorul de gaze.

Barem de corectare si notare

(0; +)

a) Din ipotezi avem €™ * F(x) = f(x) deunde F(x) = % - 1p
Dar F este derivabila, f este derivabila deci prin derivarea relatiei de mai

sus se obtine F' (x) = (f( )) de unde f(x) = % .:2p

b) Din punctul a) avemf( ) — e 41 ...1p

F) ...1p

Prin integrare se obtine lnf(x) =e*+x+C ...1p
Asadar f(x) = g€ tatC .

...1p

Dar f(0) = e, prinurmare e t¢ = e deci C = 0
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e +x

Astfel functia ceruti este f(x) = e

2
4. Se considera functiile f,g:(0,0) >R, f(x) = xln(1+ 1) si g(x)= X? In(1+ lj +§— Invx+1.
X X
a) (3p) Aritati ca functia g este o primitiva a functiei f.

b) (4p) Calculati j f(x)- g(x)dx.

Barem de corectare si notare

a) g este functie continua si derivabila pe (0,) -compunere de functii  ...1p
elementare
calculul derivatei g”(x)=f(x) .:2p
e e e 4p
2 20aY 2
b) [ 100-909dx = [ ()g(xydx = 2(X)| -2l
1 1 1



