OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a V-a

1. Ordonati crescator numerele:

20247
b = 2023%% 4 2023%°%,
¢ = 2024°% 420237,

Marinela Platon

Solutie.

c—b=2024%0% — 2023202 > 0, deci b < C...oovii 3p
a — ¢ = 2024%023(2024 — 1) — 2023204 = 2023 (20242923 — 2023202%) > 0, deci ¢ < a.
................................................................................. 3p
Rezulta ordonarea crescatoare b < ¢ < @...........ccooiiiiiiiiiiiii i, 1p

2. La un concurs de darts au participat 18 elevi. Fiecare concurent a aruncat cate
10 sageti la tinta. Daca o sageata nimeresgte tinta, se acorda urmatoarele punctaje:
10 puncte pentru cercul central (zona 1), 6 puncte pentru primul inel (zona 2),
respectiv 2 puncte pentru al doilea inel (zona 3). Elevii participanti la concurs au
ratat tinta de 40 de ori si au nimerit de 40 de ori primul inel (zona 2). Restul de
aruncari au nimerit zona 1 sau zona 3. Stiind ca intreaga clasa a obtinut in total
920 de puncte, aflati cate sageti au fost trimise in cercul central (zona 1).

Adriana Cataron

Solutie.

Au fost aruncate in total 18 - 10 = 180 sageti. .........ovviiiiiiii i 1p
180 — 40 = 140 sageti au nimerit finta........... .. ... 1p
140 — 40 = 100 sageti au nimerit zona 1 sauzona 3 ..................cooiuin . 1p
Pentru cele 100 de sageti s-au obtinut 920 — 40 - 6 = 680 puncte. ............... 1p

Aplicam metoda falsei ipoteze.

Daca toate cele 100 de sageti ar fi numerit zona 3, atunci ar fi rezultat punctajul:
2-100 = 200 puncte. Cum diferenta dintre punctajul zonei 1 si cel al zonei 3 este
10 — 2 = 8 puncte, deducem ca numarul de sageti trimise in cercul central (zona 1)
este (680 —200) : 8 = 60. ...t 3p
Alternativ, problema se poate trata prin metoda algebrica.
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3. Aratati ca numarul
p = 2500 4 6250 4 250 | 3500

este patrat perfect.

George Chetreanu

Solutie.

6250 = 2250 . 3250 1p
9500 — 9250 . 9250 & 3500 — 3250 . 3250 1p
p = 2%50.2250 4 9250 . 3250 4 9250 . 3250 4 3250 . 3250 1p
p = 2230 (2250 4 3250) 4 3250 (9250 4 3250y — (250 4 3250y 3p
Deci p este patrat perfect... ... .. 1p

4. Stiind ca un numar natural A da restul 9 prin impartirea la 10 si respectiv restul 7
prin impartirea la 11, aflati restul impartirii numarului A la 110.

Gazeta Matematica (enunt modificat)

Solutie.
A=10-c149, c1 €N L 1p
A =11 o4 T, o €N L 1p

inmul’gind prima relatie cu 11 si a doua cu 10, obtinem
1MA=10-11-¢; + 99

T0A =10 11 - o T0 o 3p
Prin scaderea celor doua relatii, rezulta A = 110(c; — ) +29. ...t 1p
Cum 29 < 110, deducem ca restul impartirii lui A la 110 este 29. .............. 1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a VI-a

1. Determinati cardinalul multimii

A = {abcd| abed + bade  este patrat perfect}

Gazeta Matematica

Solutie.

Consideram a,b € {1,2,...,9} gi ¢,d € {0,1,...,9}.

Avem abed + bade = 11-[100(a +b) + (c+d)] coovo il 2p
Atunci abed € A & 100(a+b) + (c+d) =11k%, ke N* ... 1p

Din2<a+b<185i0<c+d< 18 rezults 200 < 100(a + b) + (c + d) < 1818
Notam B = {11k?%| 200 < 11k* < 1818, k € N*}

Obtinem B = {275,396, 539,704,891, 1100, 1331, 1584}.

Cum ¢+ d < 18, constatam ca 100(a + b) 4+ (¢ + d) € B doar in cazurile:

1. 100(a+b) + (c+d) = 704 sau 2. 100(a +b) + (c+d) =1100 ............. .. 2p

Cazul 1. Ecuatia 100(a + b) + (¢ + d) = 704, echivalenta cu { Ziz i Z ,
a=1
. b=7—1 .
are 6 - 5 = 30 solutii, de forma c— ,1€{1,2,...,6}, j€{0,1,...,4}.
d=4—j
. . o a+b=11
Cazul 2. Ecuatia 100(a + b) + (¢ + d) = 1100, echivalenta cu chd—0
a=1
are 8 - 1 = 8 solutii, de forma bi él ! ,1€{2,3,...,9}.
d=0
In concluzie, multimea A are 30 + 8 =38 de elemente.......................... 2p

2. Suma unor numere naturale consecutive este 2024. Determinati numerele.
Ioana Masca

Solutie.
Fie n > 1 numere naturale consecutive a, a +1,..., a+n — 1, cu suma 2024....1p
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Obtinem relatia: n(2a +n —1) =4048. (1) ..o, 1p
Avern 4048 = 20 11+ 23 0o, 1p
Numerele naturale n si 2a + n — 1 au paritati diferite deoarece suma lor este un
numar impar. Din (n — 1) <n(n —1) < n(2a +n — 1) = 4048 rezultd n < 64...1p
Atunci relatia (1) este satisfacuta in urmatoarele trei cazuri:

(a) { ;La:+1,f_ | _ 955 - Rezultd a = 119 si numerele 119, 120,..., 134 ... ..1p

(b) { 721;1; | _sgg - Reaultd a =179 si numerele 179,180,...,189. ... ...1p

n =23 ¢ .
(c) { % +1m—1—176 . Rezulta a = 77 si numerele 77,78,...,99.............1p

. Se considera patru unghiuri in jurul unui punct: A/O\B, B/O\C’, COD si DOA.
Masurile unghiurilor AOB si BOC sunt direct proportionale cu numerele 5 si 3,
masurile unghiurilor BOC si COD sunt invers proportionale cu numerele 0,1(6) si
0,125, iar unghiurile AOB si COD sunt suplementare.

(a) Determinati masurile unghiurilor AOB , BOC si COD.

(b) Fie E simetricul punctului C' fata de punctul O. Demonstati ca unghiul format
de bisectoarele unghiurilor AOB si DOF este congruent cu unghiul AOD.

Rodica Cocalea

Solutie.
A0B BOC /\ J—

(a) Conform ipotezei, = g Atunci AOB = 5k si BOC = 3k, unde
k > 0 este valoarea comuna a celor doua rapoarte......................... 1p
Din ipoteza, BOC - 0,1(6) = COD -0,125. ..., 1p

16 — 1 1 125 1

A 0,1(6) =———==15i10,126 = —— = —.

vem 0,1(6) = 06 814 1000 8
Obtinem COD = 6 .BOC = 3 Bk =4k, . 1p
Din Condl’gla AOB + COD = 180° rezulta 9k = 180°, de unde k =20°......1p
Obtinem AOB = 100°, BOC = 60° §i COD = 80°. ... \.\voeeereen 1p

(b) AOE = 180° — (AOB + BOC’) = 20° si DOE = 180° — COD = 100° ......1p
Daca [OM este bisectoarea unghiului AOB , atunci AOM = 50°.
Daca [ON este bisectoarea unghiului D/O\E, atunci EON = 50°.
Avem MON = AOM + AOE +EON = 120° i DOA = DOE + AOF = 120°,
deci MON = DOA .. ..o 1p



4. Punctele Ay, Ao, Az, ..., A, sunt situate, In aceasta ordine, pe un cerc de centru
O, astfel incat A10A2 = ZL’O, A20A3 = (21’)0, A30A4 = (3(1])0, eeey AnOAl = (nZE)O,
unde z € N*, iar n € N, n > 10.

(a)
(b)
()

Determinati numerele naturale n si x.

Aratati ca OA; este bisectoarea unghiului Am5.

Demonstrati ca punctele A4, O, Aj5 sunt coliniare.

Dorina Rapcea

Solutie.

(a)

()

Avem 14TO\A2 + ng\Ag + @4 + ...+ ml = 360°. Conform ipotezei,
rezulta x +2x 4+ 3z + ...+ nex =360. ... . 1p
Obtinem n(n + 1)z = 720, deci n(n + 1) divide 720. Din inegalitatea

n? <n(n+ 1)z =720 < 272 deducem n < 26. Astfel, n € {11,12,...,26}.
Dupa verificari directe, constatam ca n(n + 1) divide 720 doar daca n = 15.
Pentrun =15, obtinem o =3 ... .. ... 2p

Avem @6 == 1@2"’/@34_@4“—@5‘{’@6 == 30+60+
+9O + 12° + 15° = 45° §1 A15OA1 = (15 . 3)0 == 4507 deci A10A6 = A10A15.
Rezulta ca OA; este bisectoarea unghiului AgOA5. ...l 2p

AOAry = 12° 4+ 15° 4 18° + 21° + 24° + 27° 4+ 30° + 33° = 180°. Rezulti cit
punctele Ay, O, Ajp sunt coliniare ........... ... ... .. .. . .. 2p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a VII-a

V2 V3 V2022
1. D icda — + — + ... 1001.
emonstrati ca 3 + 1 + ...+ 5023 < 100
Gazeta Matematica
V2 V3 V2022
Solutie. Notam S = — + — + ... :
olutie. Notam 3 + 1 + ...+ 2023
Metoda 1.
1
vn < ,pentru oricare n € N* . ... . 1 punct
n+1 \/_
At S < ! .+ ! 1 t
unci P unc
\/_ \/_ V2022 X X X P
— < 1, pentru n > 2, de unde obglnem .+ Wit <99
\/1_ 1 \/5 \/_ 1 10 1
— < —, pentru n > 101. Atunci + — < 1922 . —.
Jn S100? \/10 \/10 T 20 10
e 4 puncte
. e . 1922
Prin tranzitivitate, rezulta S < 99 + o <1001 ... 1 punct
Metoda 2.
Vn(vn+14+yn)=+y/n(n+1)+n < 2(n+1), de unde obtinem
2
vn < =2(v/n+1—+/n), pentru oricare n € N* ... ....4 puncte

n+1 vn+1++/n
Atunci S < 2(vV3 —v2) +2(V4 —/3) + ... +2(v/2023 — v/2022) = 2(1/2023 — \/2).

........................................................................ 2 puncte
(\/202 —/2) < 2(+/2025 — 1) = 88. Rezulta S < 88 < 1001 ............. 1 punct
Observatie. S ~ 86, 168513.
a?+a<2b+1
. Determinati numerele intregi a, b, ¢ stiind ca: V¥ +b<2c+1
A+c<2a+1
Romeo Ilie
Solutie. Fie a, b, c € Z o solutie a sistemului de inecuatii din enunt,.
2% 4+ 2 este un numar par pentru oricare £ € Z........ .o 1 punct
Rezulta: a®> +a <2b, B> +b<2csic®+¢c<2a. ... 1 punct

Adunéand aceste inegalitati, obtinem a(a — 1) +b(b — 1) + ¢(c—1) < 0....1 punct
x(x —1) > 0, pentru oricare x € Z, cu egalitate numai pentru = € {0, 1}...1 punct

Deducem a,b,c € {0, 1} ... o 1 punct
a=1saub=1sauc=1limplicAa=b=c=1........................... 1 punct
Solutiile problemei: a; =by =c;=1gias =by=co=0.................. 1 punct
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3. Fie triunghiul dreptunghic ABC', neisoscel, cu A = 90°. Pe catetele AB si AC se
construiesc, in exteriorul triunghiului, patratele ABDFE si ACFG. Demonstrati ca:

(a)
(b)
()

punctele D, A, F sunt coliniare;
patrulaterul EBCG este trapez isoscel;

perpendiculara din A pe BC trece prin mijlocul segmentului £G.

Marinela Canu

Solutie.

(a)
(b)

()

BAD = 45° = FAG. Rezults ci punctele D, A, F' sunt coliniare. . ...1 punct

BEC = 45° = GC’E deci EB || GC (alterne interne congruente) ...1 punct
ANAEG = ANABC (C.C.). Rezulta EG = BCyi - AEG = ABC’

Cum AABC este neisoscel, avem ABC =+ ACB. Atunci AEG #* A/C\B, de
unde EG |J BC. Prin urmare, EBCG este trapez isoscel............ 2 puncte
Fie APLBC, P € BC. Notam {M} = AP N EG.

MAE = PAC = ABC = AEG de unde ME = MA. Analog, MG = MA.
Rezulta ca M este mijocul lui EG. ............... . ... .. .. ... .. 3 puncte

4. Fie patratul ABCD. Pe dreapta BD se considera punctul N, astfel incat BN = AB,
cu B situat intre D si N. Pe dreapta C'D se considera punctul M, astfel incat
MAD = ZLW\D, cu C situat intre D si M. Dreptele AM si DN se intersecteaza
in punctul P, iar dreptele NC si AD se intersecteaza in punctul H. Perpendiculara
in H pe dreapta AH intersecteaza dreapta M N in punctul G. Aratati ca:

(a)
(b)
()

patrulaterul ANM D este inscriptibil;
dreptele C'P si M N sunt paralele;

punctele A, C' si G sunt coliniare.

Marinela Canu

Solutie.

(a)

(b)

AABN isoscel, cu ABN = 135°. Atunci ANB = NAB = 22°30'....2 puncte
AMD = 90°/4 = 22°30/ = ANB. Rezults ANMD - inscriptibil.....2 puncte
APAD = APCD (L.U.L.). Rezultda DCP = DAP = 90° — 22°30' = 67°30.
AMN = ADN (ANMD - inscriptibil). ABCD - patrat, deci ADN = 45°.
DMN = AMN + AMD = 45° 4 22°30' = 67°30. Atunci DCP = DMN.
Rezulta C'P || M N (unghiuri corespondente congruente)......... ... 2 puncte
Patrulaterul AN M D este inscriptibil, deci ANG = 180° — m/[ = 90°
Rezulta ca patrulaterul ANGH este inscriptibil, de unde HAG = HNG.
HNG ANG ANC' =90° — 2-22°30" = 45°, deci HAG = 45°.

HAC = 45° = HAG. Rezulti ci punctele A, C si G sunt coliniare ...1 punct



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a VIII-a

S —2  —— 2
1. Determinati cifrele a, b, x pentru care ab = xzb si ba = bxx.

Gazeta Matematica

Solutie.
Cifrele a si b sunt nenule.
Cazul 1. b= 1.

....2 puncte

2 __ 2 _
Obinem sistemul { (10a +1)? = 110z + 1 { 10a® + 2a = 11z

(10 4+ a)? = 100 + 11z a*+20a = 11z
Atunci a verificd ecuatia 10a* + 2a = a® + 20a, echivalenta cu ecuatia a(a — 2) = 0.

Cum a # 0, obtinema=2. Rezulta x =4 ............. ... ... ... . ... .. 2 puncte
Cazul 2. b> 2.

Atunci b2 > 2b > b+ 1. Rezulta: ba > 100b% > 100(b+ 1) > bxx.........2 puncte
In concluzie, a =2, b=1 si x = 4 reprezinta solutia unica............... 1 puncte

2. Aflati numerele reale x, y, z care satisfac simultan relatiile:

(a) 2%+ 5y + 2% = day + 2yz.

2\’ Vi—1\
(b) 5$+ﬁ<m) Y+ <m> z = 2024.

Ioana Masca

Solutie.

Din (a) rezultd (z —2y)* + (y — 2)>*=0. Atuncizx =2y siy =2.........3 puncte
Inlocuim # = 2y si z = y in (b). Dupa calcule, obtinem 11y = 2024 ... ...2 puncte
Sistemul are solutia unica * =368, y=2=184 ........... ... ... ... .. 2 puncte

3. Determinati numerele intregi = si y care satisfac simultan relatiile:

(a) x? + 2024 < 90y,
(b) 2 + 2024 < 90z.

Aurel Barsan



Solutie.
Metoda 1. Daca a,b € Z gia < b, atuncia +1 < b.

Prin urmare, 22 + 2025 < 90y si 4> +2025 <902 . ......oiiii 3 puncte
Adunand inegalitatile anterioare si grupand convenabil termenii, obtinem relatia
(—45)*+(y—45)2<0. Rezulta x =y =45, ......oooiiiiiiin. 3 puncte
Reciproc, x = y = 45 verifica cele doua conditii din enunt,................ 1 punct

Metoda 2. Adunand cele doua inegalitati din enunt si grupand convenabil termenii,

obtinem (x —44)(x —46) + (y —44)(y —46) < O0.....oiiiiiii 3 puncte
Cel putin unul dintre termenii de mai sus este negativ.

Presupunem ca (z — 44)(z — 46) < 0. Cum z € Z, rezulta z = 45. .... ...3 puncte
Inlocuind z = 45 in enunt, obtinem inegalititile 4049 < 90y si y? < 2026.

Rezulta y = 45. Cazul (y — 44)(y — 46) < 0 se trateaza analog. ...........1 punct

. ABCDA'B'C'D’ este un cub cu muchia de 12 cm, in care ACNBD = {O}, M este
mijlocul lui BC', AM N BD = {N}, P este mijlocul lui CC" gi @ este mijlocul lui
DD’

(a) Aratati ca PN||(AQC").

(b) Aflati distanta de la punctul O la planul (AQC").

Dorina Rapcea

Solutie.

(a) Din relatiile BP||AQ, DP||QC’', BP,DP C (BDP), AQ,QC" C (AQC"),
rezulta (BDP)||(AQC"). PN C (BDP), deci PN||(AQC")....... .. 3 puncte
(b) Fie E mijlocul lui BB'. AEC'Q este romb, deci E € (AQC") si AC" L QF.
Fie AC'N EQ = {G}. Construim OF L AC’, cu F € AC".
Avem OG L QE, AG L QE, OF 1L AG, cu QE,AG C (AQC"). Rezulta

OF 1 (AQC") (reciproca teoremei celor trei perpediculare) .........2 puncte
. ~ OA-OG  6V2-6

In AOAG, cu O =90° si OF L AG, avem OF = = — 21/6.
) 3 v AG 6v/3

In concluzie, d(O, (AQC")) =2v6 cm..........oooiiiiiiii, 2 puncte



