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OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală – 24 februarie 2024 

        Clasa a XI-a 

 

 Barem de corectare și notare 

 

 

SUBIECTUL I Să se determine matricea 𝑋 ∈ ℳ2(ℤ) pentru care 

                                            𝑋3 − 2𝑋 = (
−1 0
10 4

) 

Barem de corectare și notare: 

Din relația lui Hamilton-Cayley 𝑋2 = 𝑇𝑟(𝑋) ⋅ 𝑋 − det(𝑋) ⋅ 𝐼2  

și  𝑋3 = (𝑇𝑟(𝑋))𝑋2 − det(𝑋) ⋅ 𝑋  

Ecuația devine (𝑇𝑟(𝑋))𝑋2 − det(𝑋) ⋅ 𝑋 − 2𝑋 = (
−1 0
10 4

)........................................1p 

Fie 𝑋 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ∈ ℳ2(ℤ), atunci 𝑇𝑟(𝑋) = 𝑎 + 𝑑 și det(𝑋) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 

(𝑇𝑟(𝑋))𝑋2 − (det(𝑋) + 2)𝑋 = (
−1 0
10 4

) ⇔ 

⇔ (𝑎 + 𝑑) (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)
2

− (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 2) (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) = (
−1 0
10 4

) .......................................1p 

⇔

{
 

 
(𝑎 + 𝑑)(𝑎2 + 𝑏𝑐) − 𝑎(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 2) = −1

𝑏(𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2) = 0                     

𝑐(𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2) = 10                   

(𝑎 + 𝑑)(𝑑2 + 𝑏𝑐) − 𝑎(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 2) = −1

} ⇒ 𝑏 = 0 ..................................1p 

{

𝑏 = 0                                                  
(𝑎 + 𝑑)𝑎2 − 𝑎(𝑎𝑑 + 2) = −1     

𝑐(𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 2) = 10

(𝑎 + 𝑑)𝑑2 − 𝑎(𝑎𝑑 + 2) = 4     

 

 ⇔ {

𝑏 = 0                                                  
𝑎3 − 2𝑎 + 1 = 0                              
𝑐(𝑎2 + 𝑑2 + 𝑎𝑑 − 2) = 10

(𝑎 + 𝑑)𝑑2 − 𝑎(𝑎𝑑 + 2) = 4         

 

𝑎3 − 2𝑎 + 1 = 0 ⇔ (𝑎 − 1)(𝑎2 + 𝑎 − 1) = 0 ⇒ 𝑎 = 1 ...........................................1p 
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{

𝑏 = 0                           
𝑎 = 1                          
𝑐(𝑑2 + 𝑑 − 1) = 10

𝑑3 − 2𝑑 − 4 = 0   

  

𝑑3 − 2𝑑 − 4 = 0 ⇒ 𝑑 = 2 ...........................................................................................1p 

𝑐 = 2  ............................................................................................................................1p 

Deci, 𝑋 = (
1 0
2 2

) ∈ ℳ2(ℤ) ........................................................................................1p 

 

SUBIECTUL II  

Fie 𝐴 = (
1 −1
−2 2

) , 𝐵 = (
2 1
2 1

) , 𝐶 = (
4 1
2 3

). 

a) Arătați că există numerele 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ astfel încât 𝐶 = 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵. 

b) Arătați că pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗ există 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ∈ ℝ cu proprietatea că 𝐶𝑛 = 𝑎𝑛𝐴 +

𝑏𝑛𝐵 și determinați 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑛 ∈ ℕ
∗. 

                                                                           (S.G.M. nr. 10/2023) S:L23.261 

Barem de corectare și notare: 

a) 𝐶 = 𝑎 ∙ 𝐴 + 𝑏 ∙ 𝐵 ⟹ (
4 1
2 3

) = (
𝑎 −𝑎
−2𝑎 2𝑎

) + (
2𝑏 𝑏
2𝑏 𝑏

) ⟹ (
4 1
2 3

) =

(
𝑎 + 2𝑏 −𝑎 + 𝑏
−2𝑎 + 2𝑏 2𝑎 + 𝑏

)……………………………………………………………1p 

⟺ {

𝑎 + 2𝑏 = 4
−𝑎 + 𝑏 = 1
−2𝑎 + 2𝑏 = 2
2𝑎 + 𝑏 = 3

  ⟺ 𝑏 =
5

3
  ș𝑖 𝑎 =

2

3
..............................................................1p. 

b) C =
2

3
∙ A +

5

3
∙ B 

𝐴2 = (
1 −1
−2 2

) ∙ (
1 −1
−2 2

) = (
3 −3
−6 6

) = 3 ∙ (
1 −1
−2 2

) = 3 ∙ 𝐴. 

Folosind inducția matematică, rezultă că 𝐴𝑛 = 3𝑛−1 ∙ 𝐴, ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗.......................1p 

𝐵2 = (
2 1
2 1

) ∙ (
2 1
2 1

) = (
6 3
6 3

) = 3 ∙ (
2 1
2 1

) = 3 ∙ 𝐵. 

Pe baza inducției matematice, rezultă că 𝐵𝑛 = 3𝑛−1 ∙ 𝐵, ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗.......................1p 
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𝐴 ∙ 𝐵 = (
1 −1
−2 2

) ∙ (
2 1
2 1

) = (
0 0
0 0

) , 𝐵 ∙ 𝐴 = (
2 1
2 1

) ∙ (
1 −1
−2 2

) =

(
0 0
0 0

).................................................................................................................1p 

𝐶𝑛 = (𝑎1 ∙ 𝐴 + 𝑏1 ∙ 𝐵)
𝑛 = 𝑎1

𝑛 ∙ 𝐴𝑛 + 𝑏1
𝑛 ∙ 𝐵𝑛 +

𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑛𝑖 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝐵𝑖 ∙ 𝐴𝑗  ș𝑖 𝐴𝑖 ∙ 𝐵𝑗⏟          
=0

  𝑐𝑢 𝑖, 𝑗 ≠ 0 =  𝑎1
𝑛 ∙ 3𝑛−1 ∙ 𝐴 + 𝑏1

𝑛 ∙ 3𝑛−1 ∙

𝐵...........................................................................................................................1p 

Rezultă, deci: 𝑎𝑛 = 𝑎1
𝑛 ∙ 3𝑛−1, 𝑏𝑛 = 3

𝑛−1 ∙ 𝑏1
𝑛....................................................1p 

 

SUBIECTUL III  

Să se calculeze: a)  
1

2𝑛2−2𝑛+1
−

1

2𝑛2+2𝑛+1
; 

                                                       b) lim
𝑛→∞

(
4

5
+

8

65
+

12

325
+⋯+

4𝑛

4𝑛4+1
). 

Barem de corectare și notare: 

a) 
1

2𝑛2−2𝑛+1
−

1

2𝑛2+2𝑛+1
=

4𝑛

(2𝑛2−2𝑛+1)(2𝑛2+2𝑛+1)
=

4𝑛

4𝑛4+1
 ......................................2p 

b) Fie 𝐸(𝑛) =
1

2𝑛2−2𝑛+1
. Observăm că 𝐸(𝑛 + 1) =

1

2𝑛2+2𝑛+1
 ...............................1p 

atunci 
4𝑛

4𝑛4+1
= 𝐸(𝑛) − 𝐸(𝑛 + 1)........................................................................1p 

4

5
+
8

65
+
12

325
+⋯+

4𝑛

4𝑛4 + 1
= 

= 𝐸(1) − 𝐸(2) + 𝐸(2) − 𝐸(3) + 𝐸(3) − 𝐸(4) + ⋯+ 𝐸(𝑛) − 𝐸(𝑛 + 1).......2p 

lim
𝑛→∞

(
4

5
+

8

65
+

12

325
+⋯+

4𝑛

4𝑛4+1
) = lim

𝑛→∞
(1 −

1

2𝑛2+2𝑛+1
) = 1...........................1p 

 

SUBIECTUL IV 

Determinați numerele reale 𝑎 > 0 și 𝑏 pentru care lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 𝑎𝑥 − 𝑥)
𝑏𝑥2+𝑥

𝑥+1 = 𝑒 

 

Barem de corectare și notare: 
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lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 𝑎𝑥 − 𝑥) = lim
𝑥→∞

𝑥2+𝑎𝑥−𝑥2

√𝑥2+𝑎𝑥+𝑥
= lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

√𝑥2+𝑎𝑥+𝑥
= lim
𝑥→∞

𝑎𝑥

𝑥∙(√1+
𝑎

𝑥
+1)

=
𝑎

2
...........2p 

 

lim
𝑥→∞

𝑏𝑥2+𝑥

𝑥+1
= {

1, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑏 = 0
±∞, 𝑑𝑎𝑐ă 𝑏 ≠ 0

.  ..................................................................................1p 

 Dacă 𝑎 ≠ 2, limita cerută este 𝑒 pentru 𝑏 = 0 și 𝑎 = 2𝑒.............................................2p 

Dacă 𝑎 = 2, lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥)
𝑏𝑥2+𝑥

𝑥+1 = lim
𝑥→∞

[(1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 −

1)
1

√𝑥2+2𝑥−𝑥−1]

−(𝑏𝑥2+𝑥)

(𝑥+1)(√𝑥2+2𝑥+𝑥+1)

= 𝑒  pentru 𝑏 = −2...........................................................2p. 

 


