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OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală – 24 februarie 2024 

        Clasa a  XII-a 

 

 Barem de corectare și notare 

 
SUBIECTUL I 

Fie mulțimea 𝑮 = {𝑨(𝜶) = (
𝒄𝒐𝒔𝜶

𝟏

𝒏
∙ 𝒔𝒊𝒏𝜶

−𝒏 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒄𝒐𝒔𝜶
) | 𝜶 ∈ [𝟎; 𝟐𝝅)} , 𝒏 ∈ ℕ∗, 𝒇𝒊𝒙𝒂𝒕.  Pe mulțimea 

G  se consideră operația de înmulțire a matricelor. 

a) Arătați că ( 𝑮, ∙ ) este grup abelian 

b) Determinați 𝑨𝒑 (
𝝅

𝟐
), unde 𝒑 ∈ ℕ,𝒑 ≥ 𝟏. 

 

a)  𝐴(𝛼) ∙ 𝐴(𝛽) = 𝐴((𝛼 + 𝛽) (𝑚𝑜𝑑2𝜋)), oricare ar fi 𝐴(𝛼),𝐴(𝛽) ∈ 𝐺 și (𝛼 + 𝛽)(𝑚𝑜𝑑2𝜋) ∈

[0,2𝜋) ,  rezultă că operația de înmulțire a matricelor este o lege de compoziție pe G ..............1p 

operația de înmulțire a matricelor este asociativă și comutativă pe G...........................................1p 

elementul neutru este A(0)=I2 ∈ 𝐺................................................................................................1p 

orice element 𝐴(𝛼) ∈ 𝐺 , admite simetric, 𝐴−1(𝛼) = 𝐴(2𝜋 − 𝛼), 𝛼 ∈ (0,2𝜋). A-1(0)=A(0)=I2 

deci ( 𝐺, ∙ ) este grup abelian.......................................................................................................1p 

b) 𝐴 (
𝜋

2
) = (

0
1

𝑛

−𝑛 0
) ;     A2 (

π

2
) = A(

π

2
+

π

2
) = 𝐴(𝜋) = (

−1 0
0 −1

) = −𝐼2    

A3 (
π

2
) = A (π +

π

2
) = 𝐴(

3𝜋

2
) = (0 −

1

𝑛
𝑛 0

) 

A4 (
π

2
) = A (

3π

2
+

π

2
− 2π) = 𝐴(0) = (

1 0
0 1

) = 𝐼2.......................  ............................................1p 

În final obținem Ap (
π

2
) =

{
  
 

  
 

𝐼2  ,       dacă   𝑝 = 4𝑚

(
0

1

𝑛

−𝑛 0
) ,   dacă   𝑝 = 4𝑚 + 1

−𝐼2  ,        dacă   𝑝 = 4𝑚 + 2

(
0 −

1

𝑛

𝑛 0
) , dacă   𝑝 = 4𝑚 + 3

     , 𝑚 ∈ ℕ∗, pentru orice 

 p ∈ ℕ, p ≥ 1............................................................................................................................. ....2p 
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SUBIECTUL II 

a) Fie 𝒏 ∈ ℕ, 𝒏 ≥ 𝟐.  Calculați ∫ {𝒙}𝟐𝒅𝒙
𝒏

𝟏
   ,  unde {𝒙} este partea fracționară a numărului real x. 

b) Calculați limita :  𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟏

𝒏𝟑
∫ [√𝒙]
𝒏𝟐

𝟏
𝒅𝒙, unde [𝒙] este partea întreagă a numărului real x 

 

a) Se consideră funcția 𝑓: [1, 𝑛] → ℝ , 𝑓(𝑥) = (𝑥 − [𝑥])2, unde [x] este partea întreagă a numărului 

real x, care în x = p, cu p=2, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , are puncte de discontinuitate de speța întâi. 

Se construiesc funcțiile 𝑓𝑘: [𝑘, 𝑘 + 1] → ℝ , 𝑓𝑘(𝑥) = (𝑥 − 𝑘)
2, k=1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , funcții continue 

 ⇒ 𝑓𝑘   sunt integrabile pe int. [𝑘, 𝑘 + 1], deci ∫ 𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑘+1

𝑘
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑘+1

𝑘
 , pentru orice 

k=1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ................................................................................................................................ ..........1p 

∫ {𝑥}2𝑑𝑥 =
𝑛

1
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛

1
∑ ∫ 𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑘+1

𝑘
𝑛−1
𝑘=1 =  ∑ ∫ (𝑥2 − 2𝑘𝑥 + 𝑘2)𝑑𝑥

𝑘+1

𝑘
=𝑛−1

𝑘=1 .....................1p 

= ∑ [
3𝑘2+3𝑘+1

3
− 𝑘(2𝑘 + 1) + 𝑘2]𝑛−1

𝑘=1 ……………………...............................................................1p 

Obținem în final ∫ {𝑥}2𝑑𝑥 =
𝑛

1

𝑛−1

3
 ...............................................................................................1p 

 

b) pentru calculul limitei se aplică lema lui Stolz- Cesaro, ținând cont că, dacă notăm 𝑎𝑛 = ∫ [√𝑥]
𝑛2

1 , 

limita devine lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑛3
= lim

𝑛→∞

𝑎𝑛+1−𝑎𝑛

(𝑛+1)3−𝑛3
= lim

𝑛→∞

∫ [√𝑥]𝑑𝑥
(𝑛+1)2

𝑛2

3𝑛2+3𝑛+1
   (1)...........................................1p 

Funcția 𝑓: [𝑛2, (𝑛 + 1)2] → ℝ , 𝑓(𝑥)=[√𝑥], este discontinuă în x = (𝑛 + 1)2, dar construind funcția  

 𝑔: [𝑛2, (𝑛 + 1)2] → ℝ , 𝑔(𝑥)= n, continuă, obținem că ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
(𝑛+1)2

𝑛2
= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

(𝑛+1)2

𝑛2
, deci 

∫ [√𝑥]𝑑𝑥
(𝑛+1)2

𝑛2
= ∫ 𝑛 𝑑𝑥

(𝑛+1)2

𝑛2
= 𝑛[(𝑛 + 1)2 − 𝑛2] = 𝑛(2𝑛 + 1)   (2)..........................................1p 

Din relațiile (1) și (2), obținem 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛3
∫ [√𝑥]
𝑛2

1
𝑑𝑥 =

2

3
...................................................................1p 

  

SUBIECTUL III 

Determinați toate mulțimile M ⊂ ℂ cu proprietățile: 

i) card M = 4 

ii) M parte stabilă a mulțimii numerelor complexe în raport cu înmulțirea. 

M= {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}  
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1o) M ⊂ ℂ∗ 
Dacă 𝑥 ∈ 𝑀, atunci M = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4} ⇒  …………………………………..………….…..2p 

⇒ 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥3𝑥𝑥4 ⇒ 𝑥4 = 1 ⇒ ⋯………………………………..……………….….1p 

⇒ 𝑀 = 𝑈4, unde 𝑈4 = {𝑐𝑜𝑠
𝑘𝜋

2
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋

2
|𝑘 ∈ {0,1,2,3}} este parte stabilă a mulțimii numerelor 

complexe în raport cu înmulțirea ….………………………………………………………..……...1p 

2o) 0 ∈ 𝑀. Fie A = M−{0} = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} ⇒ A ⊂ ℂ∗……..……………………….……..……..1p 

Analog se demonstrează că A = 𝑈3, 𝑈3 = {𝑐𝑜𝑠
2𝑘𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

2𝑘𝜋

3
|𝑘 ∈ {0,1,2}}  ⇒ 

⇒ 𝑀 = {0}  ∪ 𝑈3 care este parte stabilă a mulțimii numerelor complexe în raport cu înmulțirea     

1o) ,2o) ⇒  𝑀 = 𝑈4   sau 𝑀 = {0}  ∪ 𝑈3     …………………………………………………..…………..2p 

 

SUBIECTUL IV 

Se consideră funcția  𝒇: ℝ → ℝ, 

                        𝒇(𝒙) = {
𝒆
−
𝟏

𝒙𝟐, 𝒅𝒂𝒄ă 𝒙 < 𝟎
𝒎, 𝒅𝒂𝒄ă 𝒙 = 𝟎

𝒙𝒍𝒏𝒙, 𝒅𝒂𝒄ă 𝒙 > 𝟎.

 

Aflați m pentru care funcția  f  admite primitive. 

                                                                                   Supliment Gazeta Matematică 

𝑒
−
1

𝑥2 , 𝑥𝑙𝑛𝑥 sunt funcții elementare ⇒  𝑓 este continua pe 

ℝ∗……...…………………………………..1p 

lim
𝑥→0
𝑥<0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
𝑥<0

𝑒
−
1

𝑥2 = 0          

………………………………………………………………………………………………1p 

lim
𝑥→0
𝑥>0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
𝑥>0

𝑥𝑙𝑛𝑥 = lim
𝑥→0
𝑥>0

𝑙𝑛𝑥
1

𝑥

= lim
𝑥→0
𝑥>0

1

𝑥

−
1

𝑥2

= 0        

............................................................................................2p 

1o) Dacă 𝑚 = 0 f este continuă pe  ℝ, deci admite 

primitive.……………………………………………………….1p 

2o) Dacă 𝑚 ≠ 0, atunici 0 este punct de discontinuitate de speța I⇒  f nu are proprietatea lui 

Darboux⇒ 𝑓 nu admite primitive    .……………………………………………………………2p 

 

 

 

 

 

 


