MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala — 24 februarie 2024

Clasa a 9-a
SUBIECTUL 1
a) Sa se arate ca + = + , , (, +o0)
b) Sa se demonstreze cia daca , |, ( , + o) astfel incat - +-+-= + +
. + + +
atunci + + <
+ o+ + o+ + o+

Barem de corectare si notare:

)X} +y =xy+xy? P H+Y Xy —xy? =0 XP(x—y) —y*(x—y) =0

x—y)x°—y>)=0.. ettt (1ID)

x—y)(x— y)(x+y) > 0 (x—y)z(x+y) =0 oo (1)

=0 >0
b) Aplicand inegalitatea de la punctul a) perechilor de numere reale strict pozitive (a, b),
(b, c) respectiv (c,a) a®+Db3=a’b+ab? b>+c3=Db%c+bc? c2+ad=cla+ca’......... (1p)

Utilizand aceste trei inegalitati, majordm membrul stang al inegalitatii de demonstrat, astfel:
a®+ab b2+bc c?+ca a®+ab b2+bc c?+ca

aS+abc+b3  b3+abc+c3  c3+abc+ad ~ alb+abc+ab?  b2c+abc+bc? | c2a+abc+ca?
a(a+b) + b(b+c) + c(cta) _ 1 a+b+w+ﬁ

" ab(a+b+c)  be(a+b+c) ca(atb+c)  a+b+c\ b c a

= ( +1+b+1+ +1)

T a+b+c b b
1 a c a+b+c+3 3

= -+—-+-+ = =1+
——(2+2+2+3) e o L e, (1p)
a+b
b ¢

+——a+b+c
Aplicand inegalitatea mediilorm, (3, 2, 5} =mg (2,2, 5) 24242
plicand inegalitatea mediilor M, (&, =, ~) = Mg (4, —, -t -
b .
Dar%+;+§=a+b+C,dec1a+b+CZ3 ............................................................................ (1p)

Revenind la inegalitatea de demonstrat, avem:
a+ab b2+bc c?+ca < 3 3

1+ S 1T = 2 (1p)

ad+abc+b3®  bS+abc+c3  c3+abc+ad T a+b+c 3

SUBIECTUL 11
Se considera patrulaterul convex ABCD si punctele | ortocentrele triunghiurilor
ABC, respectiv ABD. Aratati ca punctele A, B, C si D sunt conciclice daca si numai daca

Barem de corectare si notare:
(:>)A,B,C ,D conciclice. Notdm cu O centrul cercului circumscris patrulaterului ABCD si aplicam

relatia lui Sylvester in triunghiurile ABC'si ABD::

OH 04+0B+0C, OH, ZOA+O0B+0D ..., (1p)
Scadem cele douad egalitati si obtinem:

OH,—OH,=0D —O0C = H H, =CD ......ccoiiiiiiiiiiii i (1p)
( ) H H, =CD. Notam cu Osi Q centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor 4ABC, respectiv
ABD.Din relatia lui Sylvester obtinem OH =0A+0B+0C, ﬁ Q?l + QE + QB ............... (1p)

Prin scaderea celor doua relatii, obtinem

Str. 1 Decembrie nr.5, Cod 420080, Bistrita, Jud. B-N
Tel: +40 (0)263 213529

Fax: +40 (0)263 216654

www.isjbn.ro



MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

OH. O ~ 0d-0i+0B-0B+0D-0C <

—_— — —

S HO+0H,=0A+AO+0B+BO+0D+CO S ..ot (1p)
@H_15+(§6+0H2):Q_5+§6+(§5+55)+55c> ................................................. (1p)
<:>H1H2:2§5+55 .......................................................................................... (1p)
Folosind ipoteza H H, =CD , obtinem Q—O =0, deci Osi Ocoincid ......coovviiiiiiiiiiiian.. (1p)
SUBIECTUL III

Fie punctele M, N, P pe laturile AB, BC, respectiv CA ale triunghiului ABC astfel incat
= = .Notam cu T centrul de greutate al triunghiului MNP. Daca

+ + - = , demonstrati ca triunghiul ABC este echilateral.

Barem de corectare si notare:
Notaima=BC,b=CA,c=ABiarAM=BN=CP =x,a,b,¢c, x>0

Conditiadinenunt c-AT+a-BT+b-CT=0

AM_Xx BN _x O _x CAM =X - BN=x- CP=x-

BT "a =5 CAM=x-AB,a-BN=x:BC,b:CP=x:CA .o (1p)
c-AM+a-BN+b-CP=x-(AB+BC+CA)=x-0=0 c-AM+a-BN+b-CP=0(*)

Dar AM = TM = TA, BN = TN =TB, CP = TP = TC .ceorrrrrerrreirrerrreerneeresssneesssssnenense s e (1p)

Revenind la (*), avem: C - (TM - TA) +a- (TN - TB) +b- (TP — TC) =0

C-TM+a-TN+b-TP+(C-AT+a-BT+b-CT> =0 c-TM+a -TN+b TP =0(**)....(1p)
=0

T centrul de greutate al triunghiului MNP ry = %(rM +ry+rp), iar TM=ry—r;=

v _%(VM +Iy+rp) = %(ZVM —Iy—1rp)

Analog TN = é(— v+ 2ry —rp) , TP = %(— = I F 205) oo (1p)

Revenind la relatia (**) avem:

%(ZVM —In—Tp) "'%(_ v+ 2ry = rp) "'g(_ rm—In+2rp) =073

(2c—a—b)ry+@Ra—b—0Ory+(@b—a—0C)rp=0 ... (1p)

Alegem M pol (2c—a—b)-MM+ (2a—b—c¢c)-MN+(2b—a—c)-MP=0

(2a—b—c)-MN+(2b—a—c)-MP=O} (1p)
MN MP vectori necoliniari  J s
2a—b—-c=0 _ a=bhb o _ —h—
{Zb—a—czo 3a—3b=0 oa— b — =0} a—c=0 a=c a=b=c
triunghiul ABC este echilateral ........ ... (1p)
SUBIECTUL IV
Fie , ,..., ,...unsir de numere naturale nenule si distincte.
a) Demonstraticai + +...+ 2—+-( + 4+ + ),
b) Determinati numerele naturale nenule si distincte , , care verifica egalitatea:
+ + + = ( + + + ).

Barem de corectare si notare:
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a) Demonstram inegalitatea prin inductie matematica.

< 2n+1
Notdm P(n):a; +a; +..+a. =

(a,+a,+...+a,),Vne

2-1+1
>Z - -

1. Verificare: P(1):a; > -a,, (A)

2. Demonstratia: P(k)— P(k +1).

Presupunem P (k) adevarata si demonstram ca P(k+1) este adevérata

P(k):al2 +a; +..+a, > 2k+1

(a,+a, +...+a, ),(4).

P(k+1):al +a; +..+a;,, > 2k3—+3 (@ + Ayt @y )(D) i (1p)

2k +1

P(k+1):al +..+a; +a;,, > —— (a,+..+a, )+ % (@, +..+a, p =5

2 2k+3
= 2
Vom demonstra ca qa;,, > §~(a1 +a,+.+a, )+ ——a,,

& 3a;,—(2k+3) a2 2 (@ + @+ @ )i (1p)
Fara a restrAnge generalitatea, presupunem ca @, <a, <...<a, <...,dect a, 2l,a, 22,...,a, > n,... si
A 2, 4 LT E () et (1p)
Folosind relatiile (*) , obtinem:

3a,f+1—(2k+3)-ak+l:ak+1-(3ak+1—2k—3):c\zﬁl_‘- @, +2a, =2k =3 |2
2ap+1 \ 2+l 22(k+1)
>(a,+1)-a,=2- (14243+..+a, ) 22-(@+a,+..c4a ) evevreenann, (1p)

suma primelor a; numere naturale

b) Folosind a) pentru n=3 sirelatia x} +x; +x; +x; =3-(x, +x, +x, +x, ), obtinem:
\—W—J

Z%-(xﬁxz +x3)

2
xf£3-(x1+x2+x3+x4)—§(xl+x2+x3): g[&+ X+ &J+3x4<5x4—4 ...................... (1p)
<xy-30 Sxy-2 <yl
X, <5x,—4 < (x, 1) (x,-4)<0=>x,-4<0. Cumx, 24=x,=4 ... (1Ip)
>0
{xl,xz,x3,x4}={1,2,3,4} ....................................................................................... (1p)
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