MINISTERUL EDUCATIEI INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN BISTRITA-NASAUD

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala — 24 februarie 2024
Clasaa Xll-a

Barem de corectare si notare
SUBIECTUL I

1,
Fie multimea G = {A(a) = ( cosa n Slna) | a € [0; 211')},11 € N, fixat. Pe multimea
—n-sina cosa

G se considera operatia de inmultire a matricelor.
a) Aratati ca ( G, -) este grup abelian

b) Determinati AP (%), unde p € N,p 2 1.

a) A(a)-A(B) = A((a + B) (mod2m)), oricare ar fi A(a),A(B) € G si (« + B)(mod2r) €

[0,27) , rezultd cad operatia de inmultire a matricelor este o lege de compozitie pe G .............. 1p
operatia de Tnmultire a matricelor este asociativa si comutativa pe G........c.oeovveriverivnineeiieenieennes 1p
elementul NEULIU €StE A(0)=12 € G...ooveeeeeeee ettt enen 1p
orice element A(a) € G , admite simetric, A~*(a) = AQ2m — a), a € (0,2n). A1(0)=A(0)=I
deci (G, *) eSte grup @DElIAN.........c.coeiviiiii i 1p

e )

a@=(0 2) Q=G -aw= (3 )=

0
A4(§)=A(37n+g—2n)=A(O)=((1) (1))=12 ................................................................... 1p
( I, , daca p=4m
o 1
< n), daca p=4m+1
-n 0

o -1
< n),dacé p=4m+3
\ 0
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SUBIECTUL II

a) Fien € N, n > 2. Calculati fln {x}?dx , unde {x} este partea fractionard a numdrului real x.

= 1 nz Pa) - - .
b) Calculati limita : lim 3 fl [\/ x] dx, unde [x] este partea intreagdi a numdarului real x
n—>oo

a) Se considerd functia f: [1,n] - R, f(x) = (x — [x])?, unde [x] este partea intreagd a numarului
real x, care in x = p, cu p=2,n — 1, are puncte de discontinuitate de speta intai.

Se construiesc functiile fi: [k, k + 1] » R, fi (x) = (x — k)?, k=1,n — 1, functii continue

= f;, sunt integrabile pe int. [k, k + 1], deci fkk+1fk(x)dx = fkk+1f(x)dx , pentru orice

T T TSSO P RO R PP R 1p
[Hade = [ FQ)dx = X2t [ fGOdx = TPz [ (2 = 2kex + K2 dX = 1p
= BRI R2K 4 1) K| s 1p
Obtinem in final fln{x}zdx = nT_l ............................................................................................... 1p

2
b) pentru calculul limitei se aplicd lema lui Stolz- Cesaro, tindnd cont ci, daci notim a,, = fln [vx],

n

+1)2
- - - . an . an+1_an . f(;l ) [\/}]dx
limita devine lim — = lim ———— =1 _—
n—ooo n3 n—oo (n+1)3-n3 n—ooo 3n2+3n+1

Functia f: [n%, (n + 1)2] > R, f(x)=[Vx], este discontinui in x = (n + 1)?, dar construind functia

(n+1)?

2
g:[n? (n+ 1)?] - R, g(x)=N, continud, obtinem ca fn(?ﬂ) f@)dx =[5 7 g(x)dx, deci
2 2
Tglﬂ) [\/}]dx = n(;lﬂ) ndx=n[(n+1)?—n?]=n@2n+1) ()i, 1p
2
Din relatiile (1) i (2), obtinem lim L IVE X = 2 1p

SUBIECTUL Il

Determinati toate multimile M c C cu proprietitile:

iycard M =4

ii) M parte stabild a multimii numerelor complexe in raport cu inmultirea.

M= {x1, x2, X3, X4}
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199Mc ¢

Dacd x € M, atunCi M = {XX1, XX0, XX3, XX a4} = ooririei e, 2p
D X1 XpX3Xy = XX1XXpXX3XX, = XF = 10 oo, Ip
> M = Ug,unde U, = {cos%ﬂ + isin%n |k € {0,1,2,3}} este parte stabila a multimii numerelor
complexe Tn raport cu INMUILITEA ........oooiii i e Ip
ZO)OEM FiEA:M_{O}={a1,a2,a3}:AC G e, lp

Analog se demonstreaza cd A = Uz, U; = {COSZRT” + isin ZRT” |k € {0,1,2}} =

= M = {0} U U; care este parte stabild a multimii numerelor complexe in raport cu inmultirea
199,29=> M =U, sauM ={0} UUs oo e e et e et et e e e e a0 2P

SUBIECTUL IV
Se considerd functia f:R - R,
1

e 2, dacix<0
foo) = m,dacix =0
xlnx, daca x > 0.
Aflati m pentru care functia f admite primitive.
Supliment Gazeta Matematicda

1
e #2, xInx sunt functii elementare = f este continua pe

R Ip
1
i =1i X2 =
}Cl_r}r(l)f(x) }cli%e 2=0
x<0 x<0
............................................................................................................ Ip
1

. . .. Inx . x

limf(x) = limxinx = lim —— = lim - =
x—0 x—0 x-0 = x=0 ——

x>0 x>0 x>0 * x>0 X
............................................................................................ 2p

1°) Daca m = 0 f este continud pe R, deci admite
00100115 At Ip
2°) Daca m # 0, atunici 0 este punct de discontinuitate de speta = f nu are proprietatea lui
Darboux= f nu admite primitive .............cooiiiiiiii e 2p
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